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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность проблемы. Одним из наиболее распространен-

ных непертурбативных процессов в квантовой физике является

процесс туннелирования между состояниями, разделенными по-

тенциальным барьером. Несмотря на то, что эффект туннелиро-

вания был открыт более 80 лет назад, туннельные процессы, в осо-

бенности процессы многомерного туннелирования, представляют

значительный интерес для изучения.

Наиболее яркой особенностью туннельных процессов в систе-

мах с несколькими степенями свободы является наличие эффек-

та «динамического туннелирования». Данный эффект непосред-

ственно связан с многомерной классической динамикой и отра-

жает тот факт, что переходы между некоторыми начальными и

конечными состояниями могут быть классически запрещены да-

же в том случае, когда полная энергия системы превышает высо-

ту эффективного потенциального барьера между состояниями. На

квантовом уровне вероятность таких переходов экспоненциально

мала. Ясно, что процессы динамического туннелирования не име-

ют одномерных аналогов. Туннельные переходы при энергиях, не

превышающих высоту потенциального барьера, будем называть

«потенциальным туннелированием».

Именно динамическое туннелирование является предметом рас-

смотрения настоящей диссертации. Пожалуй, наиболее эффектив-

ным методом описания сложных туннельных процессов в нели-

нейных многомерных системах является квазиклассический ме-
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тод комплексных траекторий. С помощью этого метода задачу о

вычислении вероятности туннелирования можно свести к задаче

о нахождении комплексной траектории — комплексного решения

классических уравнений движения в комплексном времени. Фор-

ма временного контура, а также граничные условия, накладыва-

емые на комплексную траекторию в асимптотических прошлом и

будущем, зависят от квантовых чисел начального и конечного со-

стояний. Вероятность перехода имеет вид

P = A(g) e−F/g2

, (1)

где g обозначает квазиклассический параметр — безразмерную

комбинацию параметров системы, пропорциональную постоянной

Планка. Экспонента подавления F вычисляется с помощью на-

хождения классического действия системы на комплексной траек-

тории. Предэкспоненциальный множитель A вычисляется путем

анализа линейных возмущений на фоне комплексной траектории.

В работах Т. Ониши, А. Шудо, К. С. Икеды, К. Такахаши (2003

г.) и Ф. Л. Безрукова, Д. Г. Левкова (2003 г.) был обнаружен но-

вый механизм динамического туннелирования. Данный механизм

проявляется в несепарабельных системах с несколькими степеня-

ми свободы при энергиях, превышающих некоторую критическую

энергию Ec. Значение критической энергии Ec зависит от деталей

динамики рассматриваемой системы, однако оно всегда превыша-

ет высоту потенциального барьера между начальным и конечным

состояниями.
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Комплексные траектории, описывающие туннельный процесс

при E > Ec, обладают качественно новым свойством. Вместо того,

чтобы интерполировать между начальными и конечными областя-

ми фазового пространства, они стремятся к нестабильной перио-

дической орбите, лежащей на границе между начальной и конеч-

ной областями. В простейшем случае системы с двумя степеня-

ми свободы данная периодическая орбита описывает осцилляции

около седловой точки потенциального барьера. Пример двумер-

ного потенциала, в котором встречается такое необычное поведе-

ние комплексных траекторий, приведен на рис. 2. На этом рисун-

ке комплексная траектория, изображенная тонкой линией, стре-

мится при t → +∞ к нестабильной периодической орбите (тол-

стая линия). Следуя терминологии теории поля, будем называть

нестабильную периодическую орбиту сфалероном , а связанный с

ней механизм туннелирования — туннелированием с образованием

сфалерона .

Механизм сфалеронного туннелирования возникает в моделях

с регулярной и нерегулярной динамикой, при описании переходов

через одномерные потенциальные барьеры, зависящие от времени,

а также в случаях хаотического туннелирования. В моделях кван-

товой теории поля новый механизм является определяющим для

туннельных процессов, индуцированных столкновениями высоко-

энергичных частиц. По-видимому, механизм туннелирования с об-

разованием сфалерона является общим для многомерных несепа-

рабельных систем, поэтому его изучение представляется важным.
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Рис. 1. Потенциал модели (2), в которой переходы через потенци-
альный барьер при высоких энергиях описываются нестабильны-
ми комплексными траекториями. Действительная часть комплекс-
ной траектории изображена тонкой линией, нестабильная орбита,
к которой она стремится — толстой линией.

Первым аспектом диссертации является изучение проявлений

механизма сфалеронного туннелирования, которые могут быть ис-

пользованы для того, чтобы обнаружить этот механизм экспери-

ментально. В диссертации показано, что выражение для вероят-

ности сфалеронного туннелирования подавлено дополнительной

степенью квазиклассического параметра g. Напомним, что ква-

зиклассический параметр g является безразмерной комбинацией

параметров системы, пропорциональной постоянной Планка; зна-

чение g можно менять в экспериментах.

Другим проявлением механизма сфалеронного туннелирова-

ния является аномальное уширение распределений эксклюзивных

вероятностей по квантовым числам конечного состояния. Действи-

тельно, после образования классического нестабильного «состоя-
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ния» происходит вторая стадия туннельного процесса — распад

сфалерона. Так как сфалерон нестабилен, его распад происходит

классически, примерно с одинаковой вероятностью в широкий спектр

конечных состояний, определяемый свойствами системы. Этот эф-

фект был впервые обнаружен в работах К. Такахаши и К. С. Ике-

ды (2006-2008 гг.), в которых рассматривалась одномерная система

с потенциалом, зависящим от времени. В диссертации этот эффект

исследован на примере двумерной квантовомеханической системы.

Третьей отличительной особенностью нового механизма явля-

ется сравнительно большое время туннельного перехода. В рабо-

тах К. Такахаши и К. С. Икеды (2006-2008 гг.) было показано,

что в связи с механизмом сфалеронного туннелирования функция

распределения вероятности по временам перехода спадает степен-

ным образом в области больших времен. Это приводит к боль-

шому значению среднего времени туннелирования. В диссертации

данный эффект рассматривается в двумерной модели. Наш ре-

зультат, однако, несколько отличается от результата К. Такахаши

и К. С. Икеды. А именно, в двумерной системе, рассмотренной

в диссертации, распределение вероятности по временам перехо-

да спадает экспоненциально. Это показывает, что поведение этого

распределения, по-видимому, является модельно зависимым.

Вторым аспектом диссертации является разработка новых ква-

зиклассических методов, применимых для описания ситуаций, в

которых использование стандартных квазиклассических методов

либо невозможно, либо сталкивается с существенными трудностя-
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ми. Сложность описания процессов сфалеронного туннелирования

связана с нестабильностью соответствующих комплексных траек-

торий, которые стремятся к нестабильной периодической орбите.

Для описания второй стадии туннельного процесса — распада сфа-

лерона — необходимо найти действительную траекторию, старту-

ющую с нестабильной орбиты, и заканчивающуюся в конечной об-

ласти фазового пространства. Трудности возникают при сшивке

этих двух траекторий. Другая серьезная проблема связана с вы-

числением предэкспоненциального множителя A в выражении для

вероятности перехода (1). Действительно, стандартные формулы

для вычисления предэкспоненциального фактора связаны с линей-

ными возмущениями на фоне комплексной траектории. Поскольку

комплексная траектория нестабильна, линейные возмущения экс-

поненциально растут со временем. В пределе бесконечно больших

времен (задача рассеяния) формальное применение стандартных

методов приводит к неверному результату A = 0. В диссертации

разработан квазиклассический метод, применимый для описания

процессов сфалеронного туннелирования. В этом случае получена

общая квазиклассическая формула для вероятности.

Важным является доказательство гипотезы Рубакова-Шона-

Тинякова (1992 г.) в контексте квантовой механики. Эта гипоте-

за возникла в теории поля при описании туннельных переходов,

индуцированных столкновениями высокоэнергичных частиц. Ги-

потеза гласит, что что квазиклассическая вероятность туннелиро-

вания из состояний с малыми значениями квантовых чисел может
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быть получена как определенный предел от вероятности туннели-

рования из квазиклассических состояний. В диссертации эта ги-

потеза доказана в двумерной квантовомеханической модели.

Помимо нестабильности комплексных траекторий, существуют

и другие трудности, связанные с применением квазиклассических

методов в системах с несколькими степенями свободы. Известно,

что в общем случае квазиклассическая краевая задача обладает

бесконечным дискретным набором решений. Некоторые из них мо-

гут оказаться нефизическими и должны быть отброшены. Иден-

тификация физических решений во многом основывается на опре-

деленных свойствах рассматриваемых систем. В настоящее время

надежного критерия выбора физических решений, применимого

в общем случае, не существует. Даже после того, как все нефи-

зические решения отброшены, остается проблема выбора решения

(или набора решений) с минимальным значением экспоненты по-

давления. Общего критерия выбора таких решений также не су-

ществует.

Вышеупомянутые трудности выбора релевантных траекторий

особенно существенны при описании туннельных переходов в ха-

отических системах. Нерегулярность динамики — общее свойство

нелинейных систем со многими степенями свободы. Квазикласси-

ческий анализ хаотического туннелирования осложняется суще-

ствованием бесконечного набора квазиклассических траекторий,

образующих фрактальную последовательность в пространстве на-

чальных данных Коши. Прямой анализ этой последовательности
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с целью классификации траекторий и идентификации физически

релевантных решений является достаточно сложной задачей. В

настоящее время квазиклассическое изучение процессов хаотиче-

ского туннелирования ограничено специальными случаями, в ко-

торых фазовое пространство систем может быть визуализировано

(одномерные системы с зависящим от времени потенциалом) или

ограничено небольшим подклассом периодических туннельных ор-

бит. Таким образом, разработка общих методов классификации

квазиклассических решений имеет большое значение. В диссерта-

ции предложен метод классификации траекторий, а также эври-

стический метод выбора траектории, отвечающей минимальному

значению экспоненты подавления.

Цель работы состоит в изучении механизма сфалеронного тун-

нелирования, а также в разработке новых квазиклассических ме-

тодов, применимых для описания сложных процессов многомер-

ного туннелирования.

Научная новизна и практическая ценность.

Впервые приведен последовательный вывод квазиклассическо-

го метода ε – регуляризации, применимого для описания процес-

сов сфалеронного туннелирования. В этом случае получено вы-

ражение для вероятности туннелирования. Показано, что вероят-

ность туннелирования с образованием сфалерона подавлена до-

полнительным множителем g, что является отличительной осо-

бенностью нового туннельного механизма. Метод проверен явным
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сравнением квазиклассического ответа для вероятности туннели-

рования с «точным» значением вероятности, полученным с помо-

щью численного решения уравнения Шредингера в модельном по-

тенциале.

Впервые получены общие квазиклассические выражения для

вероятности туннелирования, применимые в окрестности критиче-

ской энергии Ec, соответствующей смене режимов потенциально-

го туннелирования и туннелирования с образованием сфалерона.

С целью проверки выражений проведено явное сравнение квази-

классической вероятности туннелирования при E ≈ Ec с точной

вероятностью, полученной с помощью численного решения урав-

нения Шредингера в модельном потенциале. Квазиклассический

результат совпадает с точным.

Впервые в двумерной модели исследовано уширение распреде-

лений эксклюзивных вероятностей перехода по квантовым числам

конечного состояния в режиме сфалеронного туннелирования. Это

явление связано с поведением эксклюзивных экспонент подавле-

ния, что является одной из отличительных характеристик нового

туннельного механизма. Эффект рассмотрен на примере двумер-

ной модели, где проведен квазиклассический расчет экспонент по-

давления эксклюзивных переходов. Показано, что предэкспонен-

циальные множители эксклюзивных вероятностей потенциального

и сфалеронного туннелирования пропорциональны g2 и g4 соот-

ветственно. Квазиклассическое выражение подтверждено явным

сравнением экспоненты подавления с экспонентой, полученной из
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численного решения уравнения Шредингера.

Впервые получено квазиклассическое выражение для вероят-

ности туннелирования из начальных состояний с малыми значени-

ями квантовых чисел. Показано, что вероятность туннелирования

из низколежащих состояний может быть получена как определен-

ный предел от вероятности туннелирования из квазиклассических

состояний, что доказывает гипотезу Рубакова-Шона-Тинякова в

квантовомеханической модели. Проведено явное сравнение квази-

классических и точных результатов для вероятности туннелиро-

вания из низколежащих состояний в модельном потенциале.

Впервые получено общее квазиклассическое выражение для

функции распределения вероятности по временам туннельного пе-

рехода. Показано, что функция распределения является гауссовой

в случае потенциального туннелирования и имеет асимметричную

форму для сфалеронных переходов. В последнем случае распре-

деление быстро достигает максимального значения, а затем экспо-

ненциально спадает в области больших времен перехода. Показа-

но, что зависимости среднего времени перехода и дисперсии вре-

мени от квазиклассического параметра g имеют следующий вид:

〈τ〉 ∝ g0, σ2
τ ∝ g2 в случае стабильных траекторий; 〈τ〉 ∝ | ln g|,

σ2
τ & g0 в случае нестабильных траекторий. Эти зависимости под-

тверждены с помощью явного квантовомеханического вычисления

в двумерной модели.

Изучена функция распределения по временам туннелирова-

ния в задаче о рассеянии одномерных волновых пакетов. Впервые

12



показано, что в случае активационных процессов перехода, свя-

занных с ненулевой дисперсией импульса в начальном состоянии,

функция распределения имеет универсальную форму распределе-

ния Гумбеля I рода. Квазиклассические результаты для распреде-

ления подтверждены прямым сравнением с точными в модельном

потенциале.

Изучена двумерная квантовомеханическая модель с хаотиче-

ской классической динамикой. Показано, что хаотичность системы

приводит к бесконечному числу ветвей квазиклассических траек-

торий, описывающих туннельные переходы. Впервые предложен

метод классификации траекторий, дополненный эвристическим

методом выбора траектории с минимальной экспонентой подав-

ления. Проведено явное сравнение квазиклассической экспоненты

подавления с точной экспонентой, полученной с помощью числен-

ного решения уравнения Шредингера в данной модели. Получено

совпадение квазиклассических и точных результатов.

Апробация диссертации. Основные результаты, полученные в

диссертации, были доложены на научных семинарах ИЯИ РАН, на

50-й и 51-й Научных конференциях МФТИ (Долгопрудный, 2007-

2008 гг.) на Международном семинаре «Кварки–2008» (Сергиев

Посад), на совещании «Symposium on Theoretical and Mathematical

Physics» (Санкт-Петербург, 2009 г.). По результатам диссертации

опубликовано 5 работ.

Объем работы. Диссертация состоит из Введения, шести глав

основного текста, Заключения и четырех приложений, содержит
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155 страниц машинописного текста, в том числе 44 рисунка, 1 таб-

лицу и список литературы из 102 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении обсуждается новый механизм сфалеронного тун-

нелирования. Кратко анонсируются физические эффекты, харак-

терные для этого механизма. Приводятся простые оценки для ве-

личин этих эффектов. Обсуждается стандартный метод комплекс-

ных траекторий, невозможность его применения для описания про-

цессов сфалеронного туннелирования. Излагаются основные идеи

модифицированного метода ε-регуляризации, применимого для опи-

сания процессов туннелирования с образованием сфалерона. Об-

суждается возможность применения квазиклассических методов в

окрестности критической энергии Ec, соответствующей смене ре-

жимов потенциального туннелирования и туннелирования с обра-

зованием сфалерона. Обсуждается применение квазиклассических

методов к описанию эксклюзивных туннельных переходов, к вы-

числению функции распределения по временам туннелирования.

Рассматривается проблема классификации туннельных траекто-

рий и проблема выбора наименее подавленной траектории в зада-

чах хаотического туннелирования.

Глава 1 посвящена изучению механизма сфалеронного тунне-

лирования на примере задачи рассеяния в двумерной квантово-

механической модели. Результаты данной главы получены с помо-

щью численного решения уравнения Шредингера. В безразмерной

14



системе единиц действие модели имеет вид

S =
1

g2

∫

dt

(

ẋ
2

2
−

ω2y2

2
− e−(x+y)2/2

)

. (2)

Потенциал этой модели изображен на рис 2.

Модель (2) и безразмерная система единиц введены в разде-

ле 1.1. Из выражения (2) видно, что роль эффективной посто-

янной Планка играет квазиклассический параметр g2. Эволюция

системы представляет собой движение частицы единичной массы

в двумерном гармоническом волноводе частоты ω, ось которого

совпадает с осью x. В области x ≈ 0 расположен потенциаль-

ный барьер высоты U0 = 1, разделяющий волновод на две части.

Изучаются переходы частицы между асимптотическими областя-

ми x → −∞ и x → +∞ — начальной и конечной областями соот-

ветственно. Начальное квантовое состояние частицы фиксируется

полной энергией E и энергией осцилляций Ey вдоль оси y. Пока-

зано, что при E > Ec(Ey) переходы частицы в асимптотическую

область x → +∞ происходят посредством механизма сфалерон-

ного туннелирования.

В разделе 1.2 изучена вероятность туннелирования в зависи-

мости от квазиклассического параметра g2. Показано, что веро-

ятность туннелирования с образованием сфалерона подавлена до-

полнительной степенью квазиклассического параметра по сравне-

нию с вероятностью потенциального туннелирования.

Другая отличительная особенность нового туннельного меха-

низма изучена в разделе 1.3. Рассмотрены эксклюзивные переходы
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частицы в конечное состояние с фиксированными E и Ef
y , где Ef

y —

энергия колебаний y-осциллятора в конечном состоянии. Показа-

но, что распределения вероятностей P(Ef
y ) при фиксированных

E, Ey являются аномально широкими в режиме туннелирования

с образованием сфалерона по сравнению с распределениями, соот-

ветствующими режиму потенциального туннелирования.

В разделе 1.4 изучено еще одно проявление нового туннельно-

го механизма. Показано, что образование и распад нестабильного

промежуточного состояния приводят к сравнительно большой за-

держке во времени перехода волновых пакетов через потенциаль-

ный барьер. Время перехода τ определено как случайная величина

с функцией распределения ρ(τ), пропорциональной потоку веро-

ятности за потенциальным барьером.

В главе 2 разработан модифицированный метод комплексных

траекторий, применимый для описания процессов сфалеронного

туннелирования. Для определенности рассматривались туннель-

ные переходы в системах, похожих на введенную ранее модель (2).

А именно, интерес представляли инклюзивные туннельные пере-

ходы между асимптотическими областями x → −∞ и x → +∞

двумерного гармонического волновода частоты ω.

Стандартный метод комплексных траекторий кратко изложен

в подразделе 2.1.1. Получена квазиклассическая формула (1) для

вероятности потенциального туннелирования. Показано, что пред-

экспоненциальный множитель Apot пропорционален g. Квазиклас-

сическое выражение для вероятности подтверждено явным срав-
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Рис. 2. Квазиклассический (линии) и точный (точки) результаты
для экспоненты подавления и предэкспоненциального множителя;
Ey = 0.05.

нением с точной вероятностью, полученной с помощью численного

решения уравнения Шредингера. Результат сравнения представ-

лен на рис. 2.

В подразделе 2.1.2 изложен вывод модифицированного квази-

классического метода ε-регуляризации, применимого для описа-

ния процессов сфалеронного туннелирования. Стартовой точкой

вычисления служил функциональный интеграл для амплитуды

перехода. Этот интеграл вычислялся в две стадии. На первой ста-

дии суммировались вклады траекторий, отвечающих заданному

времени перехода τ . Метод, используемый для фиксации τ в функ-

циональном интеграле, схож с методом неопределенных множите-

лей Лагранжа в классических системах. Однако, в случае подба-
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рьерного движения фиксация времени перехода приводит к появ-

лению в уравнениях движения чисто мнимого слагаемого, пропор-

ционального «множителю Лагранжа» iε. Именно это слагаемое от-

ветственно за стабилизацию комплексных траекторий. На второй

стадии вычисления мы интегрируем по τ . Интегрирование следует

проводить с учетом особенностей процесса. В случае потенциаль-

ного туннелирования интеграл по τ насыщается окрестностью сед-

ловой точки. В случае туннелирования с образованием сфалерона

интеграл насыщается при τ → +∞, что приводит к выражению

для вероятности перехода, отличному от выражения в случае по-

тенциального туннелирования. В частности, предэкспоненциаль-

ный множитель Asph вероятности сфалеронного туннелирования

пропорционален g2 (в отличие от соответствующего множителя

Apot в случае потенциального туннелирования, который пропор-

ционален g). С целью проверки метода проведено явное сравнение

квазиклассической вероятности туннелирования с точной вероят-

ностью, полученной с помощью численного решения уравнения

Шредингера в модели (2). Результат сравнения представлен на

рис. 3.

При энергиях, близких к критической энергии Ec, соответству-

ющей смене режимов потенциального и сфалеронного туннелиро-

вания, интегрировать по τ следует более аккуратно. В разделе 2.2

показано, что при |E − Ec| . g окрестность седловой точки и

область τ → +∞ в интеграле по τ дают соизмеримый вклад. По-

этому для вычисления интеграла по τ следует использовать более
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Рис. 3. Квазиклассический (линии) и точный (точки) результаты
для экспоненты подавления и предэкспоненциального множителя;
Ey = 0.05.

общую процедуру, учитывающую оба вклада. В разделе 2.2 мы

дополняем метод ε-регуляризации необходимой процедурой. По-

лученная нами общая квазиклассическая формула применима при

всех энергиях. Отметим, что при Ec − E � g и E − Ec � g об-

щая формула совпадает с выражениями, полученными для случа-

ев потенциального и сфалеронного туннелирования соответствен-

но. Предложенный нами метод схож с «однородным приближени-

ем», рассмотренным в работе Г. Смита (2006 г.) для вычисления

туннельного расщепления уровней. С целью проверки выражений

проведено явное сравнение квазиклассической вероятности тунне-

лирования при E ≈ Ec с точной вероятностью, полученной с по-

мощью численного решения уравнения Шредингера в модели (2).
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Раздел 2.3 посвящен квазиклассическому изучению эксклюзив-

ных переходов. В подразделе 2.3.1 показано, что новый механизм

туннелирования приводит к размножению комплексных траекто-

рий, описывающих эксклюзивный процесс. А именно, траектории

образуют бесконечную последовательность и имеют следующую

структуру: они достигают сфалерона, выполняют на нем целое

число осцилляций, затем покидают нестабильную орбиту.

Подраздел 2.3.2 посвящен квазиклассическому вычислению экс-

клюзивной экспоненты подавления в модели (2). Туннельная ам-

плитуда здесь является суммой вкладов от бесконечного набора

туннельных траекторий. Так же как и в случае инклюзивных про-

цессов, при E > Ec(Ey) и g → 0 сумма насыщается вкладом

траектории, проводящей бесконечное время на сфалеронной орби-

те. Получена асимптотическая формула для предэкспоненциаль-

ного множителя вероятности эксклюзивных переходов. Показано,

что предэкспоненциальные множители вероятностей потенциаль-

ного и сфалеронного туннелирования пропорциональны g2 и g4

соответственно. Здесь следует отметить, что в отличие от случая

инклюзивных переходов, асимптотика эксклюзивной вероятности

при g → 0 может достигаться лишь при крайне малых значениях

параметра g.

В главе 3 рассмотрен вопрос о возможности квазиклассическо-

го описания процессов туннелирования из начальных состояний

с малыми квантовыми числами. С первого взгляда может пока-

заться, что такие состояния, и, следовательно, соответствующие
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туннельные процессы не могут быть описаны квазиклассически.

Детальное исследование показывает, однако, что главный вклад в

вероятность туннелирования обеспечивается экспоненциально ма-

лыми хвостами волновых функций начального и конечного состо-

яния. Экспоненциальные хвосты, в свою очередь, могут быть вы-

числены квазиклассически даже для состояний с малыми кванто-

выми числами. Таким образом, выражение для вероятности тун-

нелирования имеет вид (1). Показано, что экспонента подавления

F и предэкспоненциальный множитель A вероятности туннелиро-

вания из состояний с малыми значениями квантовых чисел могут

быть вычислены как определенный предел от соответствующих

величин, полученных для случая туннелирования из квазикласси-

ческих начальных состояний.

Глава 4 посвящена квазиклассическому вычислению функции

распределения вероятности ρ(τ) по времени туннелирования. По-

казано, что в режиме сфалеронного туннелирования ρ(τ) несим-

метрично: оно быстро достигает максимального значения при неко-

тором τ , а затем экспоненциально спадает в области больших вре-

мен перехода. Такое поведение ρ(τ) приводит к большим значе-

ниям среднего времени перехода и дисперсии времени в режиме

туннелирования с образованием сфалерона.

Вывод общей квазиклассической формулы для ρ(τ), основан-

ный на применении метода ε-регуляризации, представлен в разде-

ле 4.1. Полученная формула справедлива как для потенциального,

так и для сфалеронного туннелирования. Показано, что функция
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распределения является гауссовой если туннельный процесс опи-

сывается стабильной квазиклассической траекторией. В этом слу-

чае среднее время перехода и дисперсия времени масштабируют-

ся при изменении квазиклассического параметра g как 〈τ〉 ∝ g0,

σ2
τ ∝ g2.

С целью проверки квазиклассического метода и иллюстрации

его применения в разделе 4.2 рассмотрена задача о переходах гаус-

совых волновых пакетов через одномерный потенциальный барьер.

Если средняя энергия начального волнового пакета меньше высо-

ты потенциального барьера, но достаточно близка к ней, возника-

ет явление активационных переходов. Эти переходы описывают-

ся нестабильной туннельной траекторией, залетающей на вершину

барьера. Квазиклассическая функция распределения ρ(τ) в случае

активационных переходов имеет универсальный вид распределе-

ния Гумбеля I рода: она зависит от двух параметров, в которых

закодирована вся информация о системе.

В разделе 4.3 исследована асимптотика ρ(τ) в области больших

времен перехода в случае, когда средняя энергия начального вол-

нового пакета превышает высоту потенциального барьера между

состояниями. Поведение этой функции распределения также яв-

ляется универсальным при больших τ .

В разделе 4.4 представлены результаты квазиклассического вы-

числения ρ(τ) в модели (2). В отличие от одномерного случая,

нестабильность квазиклассических траекторий здесь связана с ме-

ханизмом сфалеронного туннелирования. В случае, когда энер-
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гия туннельной траектории близка к вершине барьера (что соот-

ветствует малой амплитуде сфалеронных колебаний), распределе-

ние вероятности ρ(τ) имеет универсальную форму, аналогичную

форме в одномерном случае. При повышении энергии линейный

режим эволюции вблизи сфалерона нарушается, что приводит к

изменению формы ρ(τ). Однако, среднее время туннелирования

〈τ〉 ∼ | ln g| и дисперсия времени σ2
τ & O(g0) по-прежнему велики.

Глава 5 посвящена квазиклассическому изучению процесса ха-

отического туннелирования на примере задачи рассеяния в дву-

мерной квантовомеханической модели. В безразмерной системе еди-

ниц эволюция системы представляет собой движение частицы еди-

ничной массы в двумерном потенциале

U(x, y) =
ω2

2
[y − a(x)]2 , a(x) = a0e

−x2/2 . (3)

Потенциал представляет собой двумерный гармонический волно-

вод частоты ω, ось которого совпадает с линией y = a(x). Изгиб

оси волновода в области x ≈ 0 приводит к нелинейной связи меж-

ду степенями свободы системы; будем называть область изгиба

областью взаимодействия. Здесь мы интересуемся инклюзивными

процессами отражения частиц, налетающих из x → +∞, обратно

в асимптотическую область x → +∞. Начальное квантовое со-

стояние частицы характеризуется полной энергией E и энергией

осцилляций Ey вдоль оси y. Заметим, что потенциальный барьер

в системе отсутствует, поэтому процессы отражения частиц запре-

щены динамически.
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Модель (3) введена в разделе 5.1.

В разделе 5.2 изучены процессы классического отражения. По-

казано, что в рассматриваемой модели существуют две нестабиль-

ные периодические орбиты. Будем называть их ближним и даль-

ним сфалеронами в соответствии с их позициями по отношению к

налетающей частице. Проведено исследование классических отра-

жений. Показано, что они происходят при Ey > Eb
y(E). Показано,

что классические траектории образуют фрактальную последова-

тельность, которую можно условно разбить на две подпоследова-

тельности: главную и второстепенную. Траектории, принадлежа-

щие главной подпоследовательности, залетают на дальний сфа-

лерон, выполняют на нём несколько осцилляций и вылетают из

области взаимодействия. Таким образом, каждой траектории из

главной подпоследовательности можно поставить в соответствие

число j, равное количеству осцилляций, которое она выполняет на

дальнем сфалероне. Траектории из второстепенной подпоследова-

тельности имеют более сложную структуру. Выполнив несколь-

ко осцилляций на дальнем сфалероне, они переходят на ближний

сфалерон, осциллируют целое число периодов, снова возвраща-

ются на дальний сфалерон, и так далее. Ключевым наблюдением

этого раздела является то, что границе классически разрешенной

области Ey = Eb
y(E) соответствуют траектории из главной под-

последовательности, проводящие бесконечное время на дальнем

сфалероне.

В разделе 5.3 рассматриваются процессы надбарьерного отра-
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жения при Ey < Eb
y(E). Показано, что хаотичность классической

динамики системы приводит к тому, что решениями квазиклас-

сической краевой задачи является бесконечный набор комплекс-

ных траекторий, застревающих в области взаимодействия, и, сле-

довательно, нестабильных. Показано, что метод ε-регуляризации

обеспечивает непрерывную связь ветвей действительных класси-

ческих решений, рассматриваемых как функции начальных дан-

ных, и комплексных траекторий, описывающих туннелирование.

Таким образом, туннельные траектории «наследуют» фракталь-

ную структуру классических решений, что решает проблему их

классификации. Метод выбора туннельной траектории, имеющей

минимальную экспоненту подавления, основан на наблюдении преды-

дущего раздела. При Ey = Eb
y(E) действительными являются лишь

траектории из главной подпоследовательности, проводящие бес-

конечное время на дальнем сфалероне. При этом остальные кон-

фигурации комплексны, и, следовательно, соответствуют экспо-

ненциально подавленным вкладам. Предполагается, что указан-

ная траектория из главной подпоследовательности обладает ми-

нимальной экспонентой подавления при всех E и Ey. Это предпо-

ложение подтверждено с помощью явного сравнения экспоненты

подавления, вычисленной для траектории с j = ∞, с экспонентами

подавления других всевозможных конфигураций.

В разделе 5.4 проведено явное сравнение квазиклассической

экспоненты подавления с точной экспонентой, полученной с по-

мощью численного решения уравнения Шредингера в модели (3).
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Рис. 4. Линия уровня волновода.

Совпадение результатов подтверждает правильность предложен-

ных квазиклассических методов.

В главе 6 демонстрируется простой аналитический пример мо-

дели, в которой экспонента подавления вероятности надбарьерно-

го отражения осциллирует при изменении энергии.

Модель, введенная в разделе 6.1, представляет собой гармони-

ческий волновод, состоящий из трех склеенных под определенны-

ми углами частей, как это показано на рис. 4 . Здесь мы инте-

ресуемся процессами отражения частицы единичной массы, дви-

жущейся слева направо вдоль волновода, обратно в левую асимп-

тотическую область. Движение частицы в этой области представ-

ляет собой суперпозицию свободного поступательного движения

вдоль оси волновода и поперечных осцилляций с частотой ω = 1.

Начальное квантовое состояние частицы будем характеризовать
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полной энергией E и энергией колебаний Ey. В конце раздела об-

суждается применимость квазиклассического приближения в дан-

ной модели.

В разделе 6.2 изучены классические отражения. Показано, что

в рассматриваемой модели существуют две нестабильные перио-

дические орбиты (линии AB и A′B′ на рис. 4). Найдена граница

классически разрешенной области Eb
y(E). При Ey > Eb

y(E) про-

цессы отражения частицы происходят классически. Показано, что

функция Eb
y(E) осциллирует между двумя линейными огибающи-

ми, E cos2(β +α) и E cos2(β−α); период осцилляций уменьшается

при E → 0. Таким образом, кривая Eb
y(E) имеет ряд минимумов.

Показано, что граница классически разрешенной области соответ-

ствует наборам ветвей действительных траекторий, каждая из ко-

торых релевантна в некотором энергетическом интервале.

В разделе 6.3 рассматриваются процессы надбарьерного отра-

жения. Показано, что структура ветвей комплексных траекторий

аналогична структуре ветвей действительных траекторий. Пока-

зано, что в области надбарьерных отражений экспонента подавле-

ния осциллирует при изменении энергии.

В Заключении перечислены основные результаты, полученные

в диссертации.

Приложение A посвящено выводу стандартного квазикласси-

ческого метода комплексных траекторий. Получены выражения

для экспоненты подавления и предэкспоненциального множителя

вероятности туннелирования.
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В Приложении B рассматривается эволюция системы вблизи

сфалеронной орбиты. Целью данного приложения является изу-

чение поведения экспоненты подавления вероятности туннелиро-

вания и предэкспоненциального множителя в случае, когда тун-

нельная траектория проводит значительное время в окрестности

сфалерона.

Приложение C содержит технические детали вывода формулы

для вероятности туннелирования из начальных состояний с малы-

ми значениями квантовых чисел.

Приложение D посвящено квазиклассическому вычислению функ-

ции распределения ρ(τ) в одномерной модели.

Для защиты выдвигаются следующие результаты, полученные

в диссертации:

1. Показано, что в случае, когда квазиклассические траекто-

рии, описывающие туннельный переход, нестабильны, тун-

нельная вероятность подавлена дополнительным множите-

лем g по сравнению с вероятностью в стандартном случае

стабильных траекторий. Здесь g — квазиклассический пара-

метр. Это позволяет говорить о физически новом механиз-

ме сфалеронного туннелирования, связанным с нестабильно-

стью квазиклассических траекторий. Новая зависимость ве-

роятности туннелирования от квазиклассического парамет-

ра — отличительная особенность нового туннельного меха-

низма.
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2. Приведен последовательный вывод квазиклассического ме-

тода ε – регуляризации, применимого для описания процес-

сов сфалеронного туннелирования. В этом случае получено

выражение для вероятности туннелирования. С целью про-

верки метода проведено явное сравнение квазиклассической

вероятности туннелирования с «точной» вероятностью, по-

лученной с помощью численного решения уравнения Шре-

дингера в модельном потенциале. Совпадение результатов

подтверждает правильность метода.

3. Получены общие квазиклассические выражения для вероят-

ности туннелирования, применимые в окрестности критиче-

ской энергии Ec, соответствующей смене режимов потенци-

ального туннелирования и туннелирования с образованием

сфалерона. С целью проверки выражений проведено явное

сравнение квазиклассической вероятности туннелирования

при E ≈ Ec с точной вероятностью, полученной с помощью

численного решения уравнения Шредингера в модельном по-

тенциале. Квазиклассический результат совпадает с точным.

4. На примере двумерной квантовомеханической модели про-

веден квазиклассический расчет экспонент подавления экс-

клюзивных переходов. Показано, что в режиме сфалерон-

ного туннелирования существует область квантовых чисел

конечного состояния, в которой экспонента подавления по-

стоянна. Данное поведение экспоненты подавления является

одной из отличительных характеристик нового туннельного
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механизма. Квазиклассическое выражение подтверждено яв-

ным сравнением экспоненты подавления с точным значени-

ем, полученным с помощью численного решения уравнения

Шредингера в модельном потенциале. Показано, что пред-

экспоненциальные множители вероятностей потенциального

и сфалеронного туннелирования пропорциональны g2 и g4

соответственно.

5. Получено квазиклассическое выражение для вероятности тун-

нелирования, применимое при малых значениях квантовых

чисел начального состояния. Показано, что вероятность тун-

нелирования из состояний с малыми значениями квантовых

чисел может быть получена как определенный предел от ве-

роятности туннелирования из квазиклассических состояний.

В модельной системе проведено явное сравнение квазиклас-

сических и точных результатов для вероятности туннелиро-

вания из низколежащих состояний. Совпадение результатов

подтверждает правильность квазиклассического метода.

6. Получено общее квазиклассическое выражение для функции

распределения вероятности по времени туннельного перехо-

да. Показано, что функция распределения является гауссо-

вой если туннельный процесс описывается стабильной квази-

классической траекторией, и имеет асимметричную форму в

случае, когда траектория нестабильна. В последнем случае

распределение быстро достигает максимального значения, а

затем медленно спадает в области больших времен перехода.
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Показано, что среднее время перехода и дисперсия време-

ни масштабируются при изменении квазиклассического па-

раметра g следующим образом: 〈τ〉 ∝ g0, σ2
τ ∝ g2 в слу-

чае стабильных траекторий; 〈τ〉 ∝ | ln g|, σ2
τ & g0 в случае

нестабильных траекторий. Эти зависимости подтверждены

с помощью явного вычисления в двумерной квантовомеха-

нической модели.

7. Исследована функция распределения по временам туннели-

рования в задаче о переходе волновых пакетов через одно-

мерный потенциальный барьер. Показано, что в случае акти-

вационных процессов перехода, происходящих за счет нену-

левой дисперсии импульса в начальном состоянии, функция

распределения имеет универсальную форму распределения

Гумбеля I рода. Квазиклассические результаты для распре-

деления подтверждены прямым сравнением с точными в мо-

дельном потенциале.

8. Изучены туннельные переходы в двумерной квантовомеха-

нической системе с хаотической динамикой на классическом

уровне. Показано, что хаотичность системы приводит к бес-

конечному числу ветвей квазиклассических траекторий, опи-

сывающих переходы. Предложен метод классификации тра-

екторий, а также эвристический метод выбора траектории,

отвечающей минимальному значению экспоненты подавле-

ния. Проведено явное сравнение квазиклассической экспо-

ненты подавления с точной экспонентой, полученной с помо-
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щью численного решения уравнения Шредингера в данной

модели. Получено совпадение квазиклассических и точных

результатов.

9. Построена двумерная квантовомеханическая модель, в кото-

рой экспонента подавления надбарьерного отражения ведет

себя немонотонно, а именно, осциллирует как функция пол-

ной энергии.
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