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Введение

В настоящее время является установленным фактом, что наличие маг-

нитного поля в широком классе астрофизических объектов представляет ти-

пичную ситуацию для наблюдаемой Вселенной. При этом масштаб напряжен-

ности магнитного поля может варьироваться в очень широких пределах: от

крупномасштабных (∼ 100 килопарсек) межгалактических магнитных полей

B ∼ 10−21 Гс [1], до полей B ∼ 1017 Гс, реализующихся в сценарии ротаци-

онного взрыва сверхновой Г.С. Бисноватого-Когана [2, 3]. Среди всего мно-

гообразия объектов, обладающих магнитными полями особый интерес пред-

ставляют объекты с полями масштаба так называемого критического значе-

ния Be = m2/e ≃ 4.41 × 1013 Гс 1. К ним, в частности, относятся изолиро-

ванные нейтронные звезды, включающие в себя радиопульсары и так называ-

емые магнитары, обладающими магнитными полями с индукцией от 1012 Гс

(радиопульсары) до 4 × 1014 Гс (магнитары). Недавние наблюдения позволя-

ют, в частности, отождествить некоторые астрофизические объекты, такие как

источники мягких повторяющихся гамма-всплесков (SGR) и аномальные рент-

геновские пульсары (AXP), с магнитарами [4–9]. Согласно наиболее известной в

настоящее время модели (см., например, [10–14]) в окрестности таких объектов

возможно существование сильного магнитного поля, достигающего величины

1015 − 1016 Гс. Отметим однако, что для нейтронных звезд существует верхняя

граница возможных напряженностей магнитного поля, определяемая посред-

ством равенством энергии магнитного поля и гравитационной энергии связи

нейтронной звезды: B ≃
√
6GNMNS/R

2
NS ∼ 1018 Гс, где GN – гравитационная

постоянная, MNS и RNS – масса и радиус нейтронной звезды соответственно.

Более сильные стационарные магнитные поля, по-видимому, не могут существо-

вать в нейтронных звездах.

Кроме того, анализ спектра излучения объектов типа SGR и AXP сви-

1 Мы используем систему единиц c = ~ = 1. e > 0 – элементарный заряд, m – масса электрона.
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детельствует также о наличии многокомпонентной (электрон-позитронной или

ионной) плазмы в оболочке радио-пульсаров с минимальной концентрацией в

магнитосфере порядка значения концентрации Голдрайха-Джулиана [15]:

nGJ ≃ 3 · 1013 см−3

(
B

100Be

)(
10 сек
P

)
, (1)

P = 2π/Ω – период вращения нейтронной звезды.

С другой стороны, в окрестности магнитара оценка концентрации для элек-

тронной компоненты в области закрытых силовых линий дает [14, 16]

n ∼
(

1

RNSΩ

)
nGJ ≃ (2)

≃ 3 · 105
(
0.1 рад/с

Ω

)(
10 км
RNS

)
nGJ ≫ nGJ .

Заметим, что и в недрах магнитаров, так же, как и в обычных нейтронных

звездах, по-видимому, присутствует сверхплотная материя из электронов, про-

тонов, нейтронов и других, возможно даже экзотических частиц (см. обзор [17]

и цитируемые там работы).

Следует отметить, что кроме магнитного поля в нейтронных звездах при-

сутствует и вторая компонента электромагнитного поля – электрическое поле.

Поскольку, в отличие от магнитного, для электрического поля значение Ee = Be

является предельным, то генерация в макроскопической области пространства

электрического поля порядка критического приведет к интенсивному рожде-

нию электрон-позитронных пар из вакуума. С одной стороны, в конфигурации,

где электрическое поле направлено перпендикулярно магнитному, электриче-

ское поле E может превышать критическое значение Be, оставаясь при этом

меньше B. Но в этом случае преобразованием Лоренца всегда можно перейти

в систему отсчета, где есть только магнитное поле. С другой стороны, если

электрическое поле направлено параллельно магнитному (такая ситуация име-

ет место, например, в области полярных шапок радиопульсаров и магнитаров),

его невозможно устранить преобразованием Лоренца, не меняя при этом конфи-

гурацию магнитного поля. Однако во всех рассматриваемых в настоящее время
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моделях магнитосфер нейтронных звезд имеет место следующее неравенство:

E ≪ B. Таким образом, при расчете квантовых процессов в приложении к

астрофизике замагниченных нейтронных звезд достаточно учитывать только

магнитное поле. Это утверждение можно обобщить и на случай замагниченной

плазмы, движущейся, как целое, вдоль магнитного поля с четыре-скоростью uα.

При этом условие, что в такой системе отсутствует электрическое поле, может

быть записано в релятивистски-ковариантном виде.

Понимание определяющей роли квантовых процессов в динамике замаг-

ниченных нейтронных звезд стало важнейшим стимулом прогресса в астрофи-

зике элементарных частиц – одной из бурно развивающихся физических наук.

Особенно важно учитывать воздействие внешнего поля и плазмы на кванто-

вые процессы, где в конечном или начальном состоянии могут присутствовать

как электрически заряженные, так и электрически нейтральные частицы, на-

пример, электроны, фотоны или нейтрино. Воздействие внешнего поля на та-

кие процессы обусловлено как чувствительностью заряженных фермионов (в

первую очередь электронов, как частиц с наибольшим удельным зарядом) к

влиянию поля, так и тем фактом, что сильно замагниченная плазма существен-

но меняет дисперсионные свойства частиц, а значит, и их кинематику [18–23].

Существует последовательный метод учета влияния плазмы на квантовые

процессы, основанный на использовании техники функций Грина (см., напри-

мер, обзор [24]). При этом непосредственное построение функций Грина для

конкретной макроскопической системы может производиться двумя способами.

Первый способ, называемый еще формализмом реального времени, является

наиболее универсальным и состоит в том, что строится временная функция Гри-

на с использованием диаграммной техники Келдыша [25], причем получаемые

при этом уравнения для гриновских функций аналогичны по своему смыслу

кинетическим уравнениям. Второй способ, известный, как представление мни-

мого времени, позволяет построить температурные функции Грина на основе

диаграммной техники, применяемой в квантовой теории поля [26, 27]. Способ
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учета влияния плазмы, используемый в настоящей диссертации, наиболее бли-

зок по своей основе формализму реального времени. Суть его состоит в том,

что рассматриваются когерентные рассеяния нейтральных частиц (фотонов,

нейтрино и т.п.) на реальных фермионах (например, электронах и позитронах)

среды без изменения их состояния (рассеяние «вперед»). Этот способ эквива-

лентен методу функций Грина, но значительно упрощает вычисления.

Среди квантовых процессов, свойства которых существенно, а иногда прин-

ципиально изменяются под воздействием внешней активной среды, особый ин-

терес для астрофизики представляют одно-, двух- и трехвершинные процессы.

Это обусловлено тем, что с точки зрения влияния микрофизических процессов

на макроскопические характеристики астрофизических объектов (например,

скорость потери энергии, число рождаемых частиц, коэффициент диффузии

и т.п.) существенными будут лишь те реакции, которые дают лидирующие по

константам связи вклады.

Исследование процессов с одной, двумя и тремя вершинами во внешней

активной среде имеет длинную историю. Так, изучение важнейшей реакции че-

ренковского излучения, e→ eγ, берущее свое начало с пионерской работы [28],

не прекращается до сих пор [22, 29–31]. Другими одновершинными процесса-

ми, имеющими большое, с точки зрения астрофизики, прикладное значение,

являются реакции, где в конечном состоянии присутствуют нейтрино или акси-

оны. Так, «синхротронное» излучению нейтринных пар e→ eνν̄ было, по-види-

мому, впервые рассмотрено в работе [32] для ситуации относительно слабого

магнитного поля, когда энергия начальной частицы является доминирующим

параметром,E2 ≫ eB и в дальнейшем было продолжено в работах [17, 33] в при-

ложении к теории остывания нейтронных звезд. Другой реакцией того же типа

является нейтринное рождение электрон-позитронных пар, ν → νe−e+ [34].

Позднее указанные процессы исследовались в приближении слабого поля в ра-

ботах [35–44]. В работах [40, 41] процесс ν → νe−e+ также исследовался при

произвольных значениях магнитного поля и, в частности, в пределе сильного
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поля eB ≫ E2
ν , когда электрон и позитрон могут рождаться только в состояни-

ях, соответствующих основному уровню Ландау. Реакции с участием аксионов

в конечном состоянии e → ea и γ → a исследовались в магнитном поле и

плазме в работах [45, 46]. Следует отметить, что все вышеуказанные процессы

оказываются разрешенными только при наличии внешней среды.

Исследование двухвершинных процессов, к которым относятся, в частно-

сти, комптоновское рассеяние, γe→ γe, ведет свое начало с 30-х годов ХХ века

и не прекращается по настоящее время (см., например, [47–50]). Так, в присут-

ствии внешнего магнитного поля и плазмы виртуальный электрон в реакции

γe→ γe становится нестабильным, что приводит к эффекту резонанса [51, 52].

Другой древесный комптоноподобный процесс, γe → eνν̄, также не был обде-

лен вниманием теоретиков. Этот процесс изучался как в вакууме, так во внеш-

нем магнитном поле. В этой связи нельзя не отметить определенные трудности

вычисления амплитуд комтоноподобных процессов в постоянном однородном

магнитном поле произвольной напряженности. В настоящей диссертации ис-

пользуется метод, когда парциальные вклады в амплитуду от каналов с раз-

личными значениями поляризационных состояний фермионов вычисляются от-

дельно, путём непосредственного перемножения биспиноров и матриц Дирака.

Такой подход представляет собой альтернативу технике, согласно которой ам-

плитуды возводятся в квадрат и суммируются по поляризационным состояниям

с использованием матрицы плотности для фермионов, см., например [53, 54].

Среди петлевых двухвершинных процессов особое место занимает поляри-

зационный оператор фотона во внешнем поле, который исследовался в начале

70-х в работах [55–58], см. также [59], где было получено выражение для вкла-

да в поляризационный оператор от замагниченной плазмы. Именно поляриза-

ционный оператор определяет изменение поляризационных и дисперсионных

свойств фотона во внешней активной среде. С другой стороны, при изучении

резонансных эффектов в магнитном поле и плазме оказывается важным учет

радиационных поправок к массе фермиона, что сводиться к расчету массового
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оператора фермиона, как еще одной петлевой двухвершинной диаграмме. Мас-

совый оператор вычислялся как в магнитном поле [60], так и в присутствии

замагниченной среды [61].

Фотон-нейтринные процессы ν → νγ, γ → νν̄ изучались в случаях как

сильных, так и относительно слабых полей, а также в общем случае в рабо-

тах [62–74]. Наиболее общие выражения для амплитуд двухвершинного петле-

вого процесса в постоянном однородном магнитном поле произвольной напря-

женности и скрещенном поле с различными комбинациями вершин скалярного,

псевдоскалярного, векторного и аксиально-векторного типов были получены в

работе [75].

Самым ярким, по нашему мнению, трехвершинным петлевым процессом, в

течение многих лет находящимся в поле внимания теоретиков, является расщеп-

ление фотона на два фотона в магнитном поле и/или плазме, γ → γγ, которое

в вакууме запрещено кинематически. Этому процессу посвящен обзор [76], где

можно найти подробный список ранних статей, среди относительно недавних

работ укажем [77–80]. В работах [81, 82] было показано, что учет дисперсионных

свойств фотонов в сильном магнитном поле существенно изменяет кинематику

процесса, и, как следствие, соотношение вероятностей различных поляризаци-

онных каналов.

Совершенно понятно, что вычисление каких-либо микропараметров (ве-

роятность, нейтринная излучательная способность и т.д.) в изложенных выше

экзотических условиях без приложения к решению проблем ряда астрофизи-

ческих моделей будет оставаться «вещью в себе». Из всего множества мак-

роскопических задач, которые могут быть поставлены в таких условиях, мы

можем выделить несколько основных. Одной из них является задача самосо-

гласованного описания процесса генерации радиоизлучения в магнитосферах

радиопульсаров и магнитаров. Согласно общепринятой модели, для формиро-

вания радиоизлучения в таких объектах необходима эффективная генерация

электрон-позитронной плазмы в их магнитосферах [83], причем предполагае-
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мые механизмы рождения e+e−-пар в радиопульсарах и магнитарах очень похо-

жи (см., например, [16, 84–87]). Однако, как было показано в работах [57, 88, 89],

при аккуратном учете дисперсионнных свойств фотонов возможен эффект так

называемого захвата фотона магнитным полем (гамма-квант начинает двигать-

ся вдоль силовой линии магнитного поля), что приводит, в конечном итоге, к

невозможности генерации e+e−-пар стандартным механизмом. С другой сторо-

ны, в условиях горячей и/или сверхплотной материи условие, когда магнит-

ное поле является наибольшим параметром задачи, может не выполняться. В

этом случае во внешней активной среде становятся возможными резонансные

переходы, запрещенные или сильно подавленные в вакууме. Это позволяет ре-

ализовать эффективный механизм рождения электрон-позитронной плазмы в

магнитосферах замагниченных нейтронных звезд посредством комптоноподоб-

ного процесса γe→ ee+e−.

Другой принципиальной проблемой в физике сильно замагниченных ней-

тронных звезд является описание вспышечной активности SGR. Согласно об-

щепринятой модели [12, 13], в магнитосфере магнитара вблизи его поверхности

формируется относительно долго живущая область, занятая захваченной маг-

нитным полем горячей e+e− плазмой и находящимися в термодинамическом

равновесии с ней фотонами (так называемый «trapped fireball»), которая отно-

сительно медленно остывает за счет испускания нейтрино и фотонов. Послед-

ние и формируют наблюдаемый мягкий спектр излучения в режиме «long tail»,

причем на форму этого спектра, по видимому, должна оказывать влияние за-

висимость коэффициента поглощения фотона от энергии и температуры. Эта

зависимость определяется температурным профилем горячей электрон-пози-

тронной плазмы в области излучения во время всплесков в SGRs [12, 90]. К

процессам, дающим основной вклад в коэффициент поглощения фотона в усло-

виях вспышки SGR относятся, в частности, процессы рассеяния (γe± → γe±),

расщепления (γ → γγ) и слияния (γγ → γ) фотонов. Аккуратный учет диспер-

сионных свойств фотонов в рассматриваемых условиях позволяет внести суще-
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ственные коррективы в рамки микрофизического моделирования источников

мягких повторяющихся гамма-всплесков.

Не менее интересными для исследования являются квантовые процессы,

где в конечном состоянии находятся электрически нейтральные частицы, такие,

как нейтрино и аксионы. Важность процессов с участием нейтрино постоянно

обсуждается в литературе [91–98]. Особый интерес вызывает влияние нейтрино

на макрофизику таких объектов, как нейтронные звезды. Рождаясь в резуль-

тате взрыва сверхновой очень горячей (внутренняя температура T ∼ 1011 К),

нейтронная звезда постепенно остывает. Поскольку после двадцати секунд по-

сле рождения звезда становится прозрачной для нейтрино, основным механиз-

мом охлаждения нейтронной звезды в течении 106 лет жизни будут реакции

с участием нейтрино [99–102]. С другой стороны, сильное внешнее магнитное

поле может существенно повлиять на количество энергии, уносимое нейтрино

из единицы объема за единицу времени (так называемая нейтринная излуча-

тельная способность) и, возможно, изменить поведение кривых остывания для

магнитаров. Как было показано в [103], магнитары могут остывать значитель-

но быстрее, чем нейтронные звезды с полями меньше критического значения.

Один из возможных способов решения проблемы состоит во введении внутрен-

него источника нагрева. Другой подход, на который указывается в настоящей

диссертации, состоит в ограничении сверху величины магнитного поля, при

котором нейтринная излучательная способность на ранней стадии остывания

магнитара будет мало отличаться от случая нейтронной звезды с полем ∼ 1012

Гс.

В приложении к магнитарам представляет интерес также поиск новых ча-

стиц, существование которых выходит за рамки Стандартной модели, непри-

мер, аксионов. Аксион, предложенный Печчеи и Куинн [104] для решения про-

блемы сохранения CP инвариантности сильных взаимодействий, остается в на-

стоящее время не только самым привлекательным решением проблемы CP, но

и наиболее вероятным кандидатом на роль холодной темной материи Вселен-
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ной [105]. Поскольку масштаб нарушения симметрии Печчеи – Куинн, fa, ока-

зывается велик, аксионы очень слабо взаимодействуют с веществом (константа

взаимодействия f−1
a . 10−8 ГэВ−1 [106]). В этой связи возникают определенные

трудности на пути экспериментального обнаружения аксиона.

Основная идея таких экспериментов заключается в следующем: во внеш-

нем электромагнитном поле и плазме становятся возможными переходы аксион

→ фотон и обратно (так называемая конверсия Примакова [107, 108]). Экспери-

менты, основанные на этом эффекте, были впервые предложены в работах[109,

110] для регистрации аксионов, источниками которых могут быть галактиче-

ские гало. В качестве еще одного источника аксионов рассматривается Солнце,

где аксионы с характерной энергией порядка нескольких кэВ могут рождать-

ся в результате конверсии тепловых фотонов в присутствии флуктуирующего

электромагнитного поля и плазмы. В этом случае необходимо детектировать

фотоны в области энергий порядка 1 кэВ, рождающиеся при конверсии аксион

→ фотон в сильном статическом магнитном поле. Еще один класс эксперимен-

тов основан на измерении осцилляций аксион → фотон и фотон → аксион. Эти

осцилляции приводят к явлению смешивания аксионного и фотонного состоя-

ний в магнитном поле [111]. Такая идея по измерению изменения числа фотонов

в пучке, распространяющемся во внешнем поле, за счет появления смеси аксион-

ной и фотонной составляющих была предложена в работах [112–114]. Несмотря

на то, что в настоящее время результаты всех этих экспериментов являются

отрицательными, они позволяют получить определенные ограничения на пара-

метры аксиона (см., например, недавние работы [115–118]).

Поэтому представляет особый интерес рассматривать квантовые процес-

сы с участием аксионов в экстремальных условиях сильного магнитного поля

и плазмы, поскольку внешняя активная среда в зависимости от значений ее

параметров (температуры T , химического потенциала µ или индукции магнит-

ного поля B), может как катализировать эти реакции так и оказывать дополни-

тельное (к f−1
a ) их подавление. Теоретическим исследованиям, направленным
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на изучение процессов взаимодействия аксионов с такого типа внешней средой

и получение возможных ограничений на параметры аксиона было посвящено

большое число работ [119–126].

Следовательно, влияние замагниченой плазмы на микрофизику должно

учитываться как в моделях магнитосфер, так при моделировании остывания

сильно замагниченных нейтронных звёзд.

Настоящая диссертация посвящена исследованию квантовых процессов с

участием нейтрино, фотонов и аксионов во внешней активной среде с учетом

возможных резонансных эффектов. Диссертация состоит из введения, пяти

глав, заключения, пяти приложений и списка литературы.

Первая глава посвящена исследованию обобщенного комптоноподобного

процесса jf → j ′f ′, где f и f ′ – начальный и конечный фермионы, находящиеся

на произвольных уровнях Ландау, j и j ′ – обобщенные токи скалярного, псев-

доскалярного, векторного или аксиального типов, в постоянном однородном

магнитном поле. Впервые получены наиболее общие выражения для амплитуд

данного процесса, представленные в явном калибровочно- и лоренц-инвариант-

ном виде. Рассмотрены частные случаи сверхсильного магнитного поля, когда

все фермионы (реальные и виртуальные) занимают основной уровень Ландау,

и когерентного рассеяния тока j «вперед» без изменения состояний фермионов.

Последний результат позволяет обобщить имеющиеся в литературе выражения

для амплитуд перехода j → f f̄ → j′ в магнитном поле на случай произвольно

замагниченной плазмы.

Вторая глава посвящена процессу комптоновского рассеяния в сильно за-

магниченной плазме, когда начальный и конечный электроны (позитроны) на-

ходятся на основном уровне Ландау. Именно, процесс рассеяния фотона γe± →
γe± исследуется в сильно замагниченной среде произвольной температуры и

химического потенциала. Получены простые выражения для коэффициентов

поглощения в сильно замагниченной плазме в двух предельных случаях разре-

женной зарядово-симметричной и вырожденной плазмы с учетом дисперсии и
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перенормировки волновых функций фотонов. Проведено сравнение коэффици-

ентов поглощения фотонов в процессе расщепления фотона и в процессе комп-

тоновского рассеяния.

В третьей главе исследуются петлевые процессы с участием фотонов в

сильно замагниченной плазме и, в частности, проводится анализ процесса рас-

щепления фотона на два фотона, γ → γγ, в горячей замагниченной среде, вклю-

чая исследование дисперсионных свойств фотона в поле и плазме и возможные

астрофизические приложения. В частности, вычислена амплитуда процесса рас-

щепления фотона γ → γγ, проанализирована кинематика и найдены правила

отбора по поляризациям. Для разрешенных каналов расщепления вычислены

соответствующие вероятности с учетом дисперсии и перенормировки волновых

функций фотонов в общем случае, когда распадающийся фотон распространя-

ется под произвольным углом по отношению к направлению магнитного поля.

Полученные результаты показывают, что присутствие плазмы, с одной стороны,

существенным образом изменяет правила отбора по поляризациям по сравне-

нию со случаем чистого магнитного поля. В частности, становится возможным

новый канал расщепления γ2 → γ1γ1, запрещенный в отсутствие плазмы. С

другой стороны, из численных расчетов и полученных асимптотических фор-

мул следует, что горячая плазма оказывает подавляющее влияние на каналы

γ1 → γ1γ2 и γ1 → γ2γ2. Тем не менее, как оказалось, холодная зарядово-сим-

метричная плазма в сочетании с сильным магнитным полем способна усилить

вероятность расщепления по этим каналам по сравнению с чистым магнитным

полем.

В четвертой главе рассмотрено влияние сильно замагниченной плотной

плазмы на фотон-нейтринные процессы γe± → e±νν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄ и

впервые получены инвариантные амплитуды реакций γe± → e±νν̄ и γγ → νν̄.

В частном случае холодной плазмы вычислены вклады рассматриваемых про-

цессов в нейтринную светимость с учетом изменения дисперсионных свойств

фотонов в замагниченной среде. Предложен методический прием вычисления
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светимости фотонейтринного процесса, γe± → e±νν̄, через ширину поглощения

фотона. На основе изложенной методики показано, что в случае релятивистской

плазмы нейтринная светимость за счет процесса γe± → e±νν̄ существенно моди-

фицируется по сравнению с имеющимися в литературе результатами. Показано,

что в случае холодной плазмы вклад в нейтринную излучательную способность

процесса γγ → νν̄ будет сильно подавлен по сравнению со вкладами фотоней-

тринного процесса и процесса конверсии фотона. Исходя из возможной моди-

фикации кривой охлаждения нейтронной звезды за счет изменения нейтринной

светимости в сильном магнитном поле делается предположение об ограничении

на величину индукции магнитного поля во внешней коре магнитара.

Пятая глава посвящена исследованию резонансных процессов в замагни-

ченной среде. В частности, рассмотрены два возможных типа резонансов (на

виртуальных фотоне и электроне), которые могут давать основной вклад в фи-

зически наблюдаемые характеристики, такие как светимость и число рождае-

мых частиц. В этой главе рассматривается влияние замагниченной плазмы на

процесс резонансного фоторождения аксионов на заряженных компонентах сре-

ды, i→ f +a. Показано, что аксионная светимость в области резонанса за счет

всевозможных реакций с участием частиц среды однозначно выражается через

светимость перехода фотон → аксион. Найдено число аксионов, рождаемых

равновесным реликтовым излучением в магнитосфере магнитара. Показано,

что в противовес ранее сделанным в литературе выводам, рассмотренный резо-

нансный механизм не эффективен для производства холодной скрытой массы.

Кроме того, проведено исследование процесса рассеяния γe± → γe± и комп-

тоноподобного процесса γe± → e±e+e− рождения электрон-позитронной пары

при взаимодействии ультрарелятивисткого электрона с мягким рентгеновским

фотоном в окрестности полярной шапки магнитара с учетом возможных резо-

нансных эффектов. Для процесса γe± → e±e+e− получено простое аналитиче-

ское выражение для коэффициента поглощения электрона. Получена оценка

возможной эффективности процесса рождения пар для генерации в магнито-
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сфере электрон-позитронной плазмы.

В Заключении сформулированы основные результаты диссертации.

В Приложении А приведены факторы Rs ′s
k ′k, входящие в выражения для

обобщенных амплитуд процесса jf → j ′f ′ с токами j и j ′ скалярного, псевдо-

скалярного, векторного или аксиального типов.

В Приложении Б приводится выражение для пропагатора фермиона в маг-

нитном поле с учетом радиационных поправок в виде суммы по уровням Лан-

дау.

В Приложении В приведены факторы T s′′s
k входящие в выражения для

одновершинных амплитуд процесса f → jf ′

В Приложении Г приводится вычисление амплитуды рассеяния фотона на

электронах замагниченной плазмы с излучением двух фотонов.

В Приложении Д даны некоторые свойства проекционных операторов Π±,

входящих в выражение для пропагатора электрона в магнитном поле.
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Основные обозначения, используемые в диссертации

Используется 4-метрика с сигнатурой (+ – – –), а также система единиц

~ = 1, c = 1, kB = 1.

Элементарный заряд: e = |e|, заряд фермиона: ef , масса фермиона: mf ,

масса электрона m, α – постоянная тонкой структуры, GF – константа Ферми.

Тензор внешнего поля: Fαβ, дуальный тензор: F̃αβ = 1
2εαβµνF

µν.

Обезразмеренный тензор магнитного поля: ϕαβ = Fαβ/B, дуальный обез-

размеренный тензор: ϕ̃αβ = 1
2εαβµνϕ

µν.

У 4-векторов и тензоров, стоящих внутри круглых скобок, тензорные ин-

дексы полагаются свернутыми последовательно, например:

(pFFp) = pαFαβF
βδpδ; (FFp)α = FαβF

βδpδ; (FF ) = FαβF
βα.

Безразмерные тензоры Λαβ = (ϕϕ)αβ, Λ̃αβ = (ϕ̃ϕ̃)αβ связаны соотношени-

ем Λ̃αβ − Λαβ = gαβ.

В системе отсчета, где имеется только магнитное поле B, направленное

вдоль третьей оси, 4-векторы с индексами ⊥ и ‖ относятся к подпространствам

Евклида {1, 2} и Минковского {0, 3} соответственно. При этом

Λαβ = diag(0, 1, 1, 0), Λ̃αβ = diag(1, 0, 0,−1).

Для произвольных векторов pµ, qµ имеем:

pµ
⊥
= (0, p1, p2, 0), pµ

‖
= (p0, 0, 0, p3),

(pq)⊥ = (pΛq) = p1q1 + p2q2, (pq)‖ = (pΛ̃q) = p0q0 − p3q3.

Остальные обозначения те же, что приняты в книге [127].
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Глава 1

Обобщенная двухвершинная древесная

амплитуда jf → j ′f ′ в замагниченной среде

1.1. Введение

Как было отмечено ранее (см. Введение к настоящей диссертации), иссле-

дование двухвершинных процессов во внешней активной среде (в электромаг-

нитном поле и/или плазме) имеет довольно длинную историю. Так, наиболее

общие выражения для амплитуд двухвершинного петлевого процесса j → f f̄ →
j ′ в постоянном однородном магнитном поле и в скрещенном поле для различ-

ных комбинаций взаимодействий обобщенных токов j и j ′ скалярного, псевдо-

скалярного, векторного и аксиально-векторного типов с фермионами были по-

лучены в работе [75] (см. также [128]). При этом обобщенный ток j имеет смысл

полевого оператора бозона или фермионного тока, например, ток нейтрино.

Типичный пример процесса в древесном приближении с двумя векторны-

ми вершинами в присутствии замагниченной плазмы – это комптоновское рас-

сеяние как возможный канал формирования радиационного спектра излучения

нейтронной звезды [129]. В этом случае оба тока в импульсном представлении j

и j ′ имеют смысл векторов поляризации фотонов. Этот процесс рассматривал-

ся неоднократно, см., например, обзоры [128, 130]. В частности, в работе [130]

выражение для амплитуды комптоновского рассеяния для случая, когда на-

чальный и конечный электроны находятся на основном уровне Ландау, было

представлено в явном лоренц-инвариантном виде. Другим примером компто-

ноподобного процесса с векторной и аксиально-векторной вершинами является

распад фотона на нейтринную пару, γ → νν̄ [73, 74]. Такой процесс для случая

замагниченной плазмы, когда все электроны (реальные и виртуальный) могут

находиться на произвольных уровнях Ландау, и в локальном пределе слабого
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взаимодействия был рассмотрен в работе [131]. Однако результаты в этой рабо-

те представлены в довольно громоздкой форме, не обладающей явной лоренц-

инвариантностью, и мало пригодны для анализа других процессов рассеяния

фотонов на фермионах с рождением экзотических частиц, таких как аксионы,

нейтралино и т.д. Отметим, что в процессе γ → νν̄ начальный обобщенный ток

j имеет смысл вектора поляризации фотона, тогда как конечный обобщенный

ток j ′ имеет смысл нейтринного тока.

Поэтому представляет интерес получение в древесном приближении двух-

вершинных амплитуд для рассеяния типа jf → j ′f ′ в постоянном однород-

ном магнитном поле и присутствии плазмы, состоящей из заряженных фер-

мионов для различных комбинаций вершин, которые были рассмотрены в ра-

боте [75]. В частности, мы обобщаем результаты работы [75] на случай замаг-

ниченной плазмы, поскольку такая ситуация выглядит наиболее реалистичной

в приложении к подавляющему большинству моделей астрофизических объек-

тов [106, 132, 133]. Отметим, что для случая двух векторных вершин такое

обобщение было сделано в [59] для поляризационного оператора фотона в за-

магниченной электрон-позитронной плазме.

План главы такой: в разделе 1.2 проводятся вычисления амплитуд рассея-

ния для различных спиновых состояний начального и конечного фермионов и

для вершин скалярного, псевдоскалярного, векторного и аксиально-векторного

типов. Все амплитуды представлены в явном лоренц- и калибровочно-инвари-

антном виде. В разделе 1.3 рассмотрен частный случай, когда все начальные

фермионы занимают основной уровень Ландау, а виртуальный фермион мо-

жет находиться на произвольном уровне. Когерентное рассеяние нейтральных

частиц на реальных фермионах без изменения их состояния (рассеяние «впе-

рёд») рассмотрено в разделе 1.4. Заключительные комментарии и обсуждение

полученных результатов и их возможных физических приложений приведены

в разделе 1.5.

Результаты данной главы опубликованы в работах [128, 134–140].



21

1.2. Вычисление амплитуды перехода jf → j ′f ′

Для анализа обобщенной амплитуды перехода jf → j ′f ′ будет использо-

ваться эффективный локальный лагранжиан взаимодействия обобщенного тока

j с фермионами f в следующей форме

L(x) =
∑

k

gk[ψ̄f(x)Γkψf(x)]Jk(x), (1.1)

где индекс k = S, P, V, A соответствует матрицам Γk: ΓS = 1, ΓP = γ5, ΓV =

γα, ΓA = γαγ5; Jk(x) – операторы обобщенных токов (JS, JP , JV α или JAα), gk –

соответствующие константы взаимодействия и ψf(x) – операторы фермионного

поля.

Действительно, используя лагранжиан (1.1) можно описать большой класс

взаимодействий, например:

а) лагранжиан электромагнитного взаимодействия, когда k = V , gV =

−ef , ΓV JV = γµAµ, Aµ – четырехмерный потенциал квантованного электромаг-

нитного поля:

L(X) = −ef [ψ̄f(X)γµAµ(X)ψf(X)] ; (1.2)

б) лагранжиан фермион-аксионного взаимодействия, когда k = A, gA =

Cf/(2fa), ΓAJA = γµγ5∂µa(X), a(X) – квантованное поле легкой псевдоска-

лярной частицы – аксиона, fa – масштаб нарушения симметрии Печчеи и Ку-

инн [104], Cf – модельно зависимый фактор порядка единицы [106]:

L(X) =
Cf

2fa
[ψ̄f(X)γµγ5ψf(X)]∂µa(X) ; (1.3)

в) эффективный лагранжиан четырехфермионного слабого взаимодействия,

когда k = V,A, gV = GFCV /
√
2, gA = GFCA/

√
2 [141]:

L(X) =
GF√
2

[
ψ̄f(X)γα(CV + CAγ5)ψf(X)

]
Jα(X) , (1.4)

где CV = ±1/2 + 2 sin2 θW , CA = ±1/2, GF ≃ 1.166 × 10−5 ГэВ−2 – постоян-

ная Ферми, θW – угол Вайнберга (sin2 θW ≃ 0.231); верхний знак соответствует
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Рис. 1.1. Диаграммы Фейнмана для реакции jf → j ′f ′. Двойные линии означают, что влия-

ние внешнего поля на начальное и конечное состояния фермионов и на фермионный пропа-

гатор учтено точно.

электронному нейтрино (ν = νe), когда в реакции происходит обмен W− и

Z-бозонами; нижний знак соответствует µ и τ нейтрино (ν = νµ, ντ), когда

присутствует лишь обмен Z-бозоном; Jα(X) = ν̄(X)γα(1+ γ5)ν(X) – ток левых

нейтрино. Отметим, что эффективный лагранжиан (1.4) написан в предположе-

нии относительно малых передач импульса по сравнению с массой W - бозона,

|q ′2| ≪ m2
W , с учетом дополнительного ограничения на величину внешнего маг-

нитного поля eB ≪ m2
W [22].

В общем случае, исходя из лагранжиана (1.1), S-матричный элемент про-

цесса jf → j ′f ′, который в древесном приближении описывается диаграммами

Фейнмана, изображенными на рис. 1.1, может быть представлен в виде:

Ss ′s
k ′k = −gkgk′

∫
d4Xd4Y 〈Jk(X)Jk′(Y )〉

[
Ψ̄s′

p′,ℓ′(Y )Γk′Ŝ(Y,X)ΓkΨ
s
p,ℓ(X)

]
+

+ (Jk,Γk ↔ Jk′,Γk′) . (1.5)

Здесь pµ = (Eℓ,p) и p ′µ = (E ′
ℓ′,p

′) - четырехмерные векторы энергии-импуль-

са начального и конечного фермиона, находящихся на уровнях Ландау ℓ и ℓ′

соответственно, Ψs
p,ℓ(X) - волновые функции фермионов в присутствии внеш-

него магнитного поля, s и s′ обозначают поляризационные состояния началь-

ного и конечного фермиона соответственно, Ŝ(Y,X) – пропагатор фермиона

во внешнем магнитном поле (см. приложение Б), токи между угловыми скоб-

ками обозначают матричный элемент между соответствующими начальным и

конечным состояниями, 〈Jk(X)Jk′(Y )〉 = jk(X)jk′(Y ), Xµ = (X0, X1, X2, X3),
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Y µ = (Y0, Y1, Y2, Y3).

Токи jk(X) и jk′(Y ), в свою очередь, могут быть представлены в виде

плосковолновых решений с амплитудами jk(q) и j ′k′(q
′) следующим образом:

jk(X) =
e−i(qX)

√
2q0V

jk(q) , qα = (q0, q) , (1.6)

jk′(Y ) =
ei(q

′Y )

√
2q′0V

j ′k′(q
′) , q′α = (q′0, q

′) , (1.7)

где V = LxLyLz – нормировочный объем.

Существует несколько возможных способов построения волновых функ-

ций фермионов в присутствии внешнего магнитного поля из уравнения Дирака

(см., например [142–148], а также [22, 23]). В большинстве случаев эти решения

представлены в виде, когда две верхние компоненты биспиноров соответству-

ют состояниям фермиона с проекцией спина на направление магнитного поля,

равной 1/2 и −1/2.

Однако при расчете конкретных характеристик (сечения, ширины, коэф-

фициенты поглощения и т.д.) процессов с двумя и более вершинами во внешнем

магнитном поле стандартным методом, включающим возведение в квадрат ам-

плитуды с учетом вклада всех диаграмм, суммирование и усреднение по поля-

ризационным состояниям фермионов, вычисление следов от произведений бис-

пиноров и матриц Дирака, представляет значительные вычислительные слож-

ности. Поэтому оказывается удобным найти парциальные вклады в амплитуду

от различных поляризационных состояний фермионов для каждой диаграммы

в отдельности непосредственным перемножением биспиноров и матриц Дирака.

Если при этом использовать волновые функции фермионов с фиксированной

проекцией спина, вычисленные парциальные вклады в амплитуду не будут обла-

дать лоренц-инвариантной структурой при преобразованиях вдоль магнитного

поля. Инвариантом будет только квадрат модуля амплитуды, просуммирован-

ный по поляризациям фермионов.
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По этой причине оказывается целесообразным использовать решения урав-

нения Дирака, являющиеся собственными функциями для ковариантного опе-

ратора µ̂z. Его можно получить непосредственно из введенного в работе [144]

обобщенного оператора спина, являющегося тензором третьего ранга, который

можно записать в координатном представлении следующим образом:

Fµνλ = − i

2
(Pλγ0σµν + γ0σµνPλ) , (1.8)

где σµν = (γµγν − γνγµ)/2, и P λ = i∂λ − ef A
λ = = (i∂0 − ef A0 ,−i∇− efA) –

оператор обобщенного 4-импульса с 4-потенциалом внешнего магнитного поля

Aλ. Заметим, что в работе [144] ковариантные билинейные формы были постро-

ены из матриц Дирака в обкладках биспиноров ψ† и ψ, тогда как в современной

литературе [149] билинейные формы строятся из матриц Дирака в обкладках

биспиноров ψ̄ и ψ.

При учете того, что в представлении Шредингера уравнение Дирака име-

ет вид: i∂0ψ = Hψ, где H = γ0 (γP ) + mf γ0 − eA0 – гамильтониан Дирака,

из компоненты Fµν0 оператора (1.8) можно построить следующий векторный

оператор:

µ̂i = −1

2
εijk Fjk0 , (1.9)

где εijk – тензор Леви-Чивита. Построенный таким образом объект (1.9) имеет

смысл оператора поляризации [144, 145]. Его можно представить в виде:

µ̂ = mfΣ+ iγ0γ5[Σ× P̂ ] , (1.10)

где Σ = γ0γ5γ –трехмерный оператор спина.

Нетрудно показать, что компоненты оператора (1.10) коммутируют с га-

мильтонианом, т.е. H и µz имеют общие собственные функции. В нерелятивист-

ском пределе оператор (1.10), будучи приведенным к виду µ̂/m2
f , переходит в

обычный оператор Паули для магнитного момента, который имеет явную фи-

зическую интерпретацию.
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Следовательно, можно построить волновые функции фермионов как соб-

ственные функции оператора µ̂z [144, 145]

µ̂z = mfΣz + iγ0γ5[Σ× P ]z , (1.11)

где P = −i∇− efA.

Такие решения дают возможность построить парциальные амплитуды, ко-

торые, с точностью до одинаковой для обеих диаграмм комплексной фазы, бу-

дут обладать явной Лоренц-инвариантностью.

Будеи работать в системе отсчета, где магнитное поле направлено вдоль

оси z с исрользованием калибровки Ландау, в которой 4-потенциал имеет вид

Aλ = (0, 0, xB, 0). Удобно ввести следующие обозначения: β = |ef |B и η =

ef/|ef |, определяющее знак заряда фермиона. В этом случае собственные функ-

ции оператора µ̂z имеют вид:

Ψs
p,ℓ(X) =

e−i(EℓX0−pyX2−pzX3) U s
ℓ (ξ)√

4EℓMℓ(Eℓ +Mℓ)(Mℓ +mf )LyLz

, (1.12)

где ℓ = 0, 1, 2, . . . – квантовое число, характеризующее уровни Ландау, p ≡
p0, py, pz – совокупность компонент импульса фермиона,

Eℓ =
√
M2

ℓ + p2z , Mℓ =
√
m2

f + 2βℓ , (1.13)

и являются решениями уравнения

µ̂z Ψ
s
p,ℓ(X) = sMℓΨ

s
p,ℓ(X) , s = ±1 . (1.14)

Удобно представить биспиноры U s
ℓ (ξ) в виде разложения по решениям для по-

ложительного и отрицательного заряда фермиона, U s
ℓ,η(ξ):

U s
ℓ (ξ) =

1− η

2
U s
ℓ,−(ξ) +

1 + η

2
U s
ℓ,+(ξ) , (1.15)
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где

U−
ℓ,−(ξ) =




−i
√
2βℓ pzVℓ−1(ξ)

(Eℓ +Mℓ)(Mℓ +mf)Vℓ(ξ)

−i
√
2βℓ(Eℓ +Mℓ)Vℓ−1(ξ)

−pz(Mℓ +mf )Vℓ(ξ)




, (1.16)

U+
ℓ,−(ξ) =




(Eℓ +Mℓ)(Mℓ +mf)Vℓ−1(ξ)

−i
√
2βℓ pzVℓ(ξ)

pz(Mℓ +mf)Vℓ−1(ξ)

i
√
2βℓ(Eℓ +Mℓ)Vℓ(ξ)




, (1.17)

U−
ℓ,+(ξ) =




i
√
2βℓ pzVℓ(ξ)

(Eℓ +Mℓ)(Mℓ +mf)Vℓ−1(ξ)

i
√
2βℓ(Eℓ +Mℓ)Vℓ(ξ)

−pz(Mℓ +mf )Vℓ−1(ξ)




, (1.18)

U+
ℓ,+(ξ) =




(Eℓ +Mℓ)(Mℓ +mf)Vℓ(ξ)

i
√
2βℓ pzVℓ−1(ξ)

pz(Mℓ +mf)Vℓ(ξ)

−i
√
2βℓ(Eℓ +Mℓ)Vℓ−1(ξ)




, (1.19)

Vℓ(ξ) – нормированные функции гармонического осциллятора, которые следу-

ющим образом выражаются через полиномы Эрмита Hℓ(ξ) [150]:

Vℓ(ξ) =
β1/4e−ξ2/2

√
2ℓℓ!

√
π
Hℓ(ξ) , ξ =

√
β

(
X1 − η

py
β

)
. (1.20)

Для дальнейших вычислений удобно также, ввести волновые функции

φsp,ℓ(X1), связанные с U s
ℓ (ξ) следующим образом:
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φsp,ℓ(X1) =
U s
ℓ [ξ(X1)]√

2Mℓ(Eℓ +Mℓ)(Mℓ +mf)
. (1.21)

С учетом этих замечаний, подставляя решения (1.12), фурье-образы то-

ков (1.6), пропагатор (Б.1) – (Б.3) в (1.5) и интегрируя по dX0dX2dX3 и dY0dY2dY3,

представим матричный элемент в следующем виде:

Ss ′s
k ′k =

i(2π)3δ
(3)
0,y,z(P − p ′ − q ′)

√
2q0V 2q ′0V 2EℓLyLz2E ′

ℓ′LyLz

Ms ′s
k ′k , (1.22)

где δ(3)0,y,z(P − p ′ − q ′) = δ(P0 − E ′
ℓ′ − q ′0)δ(Py − p ′

y − q ′y)δ(Pz − p ′
z − q ′z),

Ms ′s
k ′k ≃ igkgk′j

′
k′(q

′)jk(q)
∞∑

n=0

∑

s′′

∫
dX1dY1e

−iX1qx+iY1q
′
x × (1.23)

×
φ̄s

′

p′,ℓ′(Y1)Γk′φ
s′′

P,n(Y1)φ̄
s′′

P,n(X1)Γkφ
s
p,ℓ(X1)

P 2
‖
−M2

n + iℑs′′
Σ (P )

+

+(jk(q),Γk, P, q ↔ j ′k′(q
′),Γk′, P

′,−q′) ,

Pα = (p+ q)α, P ′
α = (p− q′)α, α = 0, 2, 3.

Анализ амплитуды (1.23) позволяет выделить две возможные ситуации.

i) Если ℓ, ℓ ′ < n, существуют решения уравнения P 2
‖
−M2

n = 0, т.е. вир-

туальный фермион становится реальным с определенным законом дисперсии и

имеет место резонанс на виртуальном фермионе. При этом, в случае малости

ℑs′′

Σ (P ) по сравнению с реальной частью везде, кроме точки резонанса, основ-

ной вклад в амплитуду (1.23), в случае узкого резонансного пика, будет давать

только первая диаграмма на рис. 1.1. Данная ситуация будет рассмотрена в

разделе 5.3 главы 5.

ii) При ℓ, ℓ ′ > n реальная часть знаменателя P 2
‖
−M2

n в (1.23) не обращается

в ноль, что говорит о невозможности реализации резонанса на виртуальном

фермионе.
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В этом случае амплитуду (1.23) можно представить в следующем виде:

Ms ′s
k ′k =

− exp [−iθ]

2
√
MℓMℓ′(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

× (1.24)

×
{
exp

[
i(qϕq ′)

2β

] [
qy + iqx√

q2
⊥

]−ℓ [
q ′y − iq ′x√

q ′2
⊥

]−ℓ′

×

×
∞∑

n=0

(
(qΛq ′)− i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

)n
R(1)s ′s

k ′k

P 2
‖
−m2

f − 2βn
+

+(−1)ℓ+ℓ′ exp

[
− i(qϕq ′)

2β

] [
q ′y + iq ′x√

q ′2
⊥

]−ℓ [
qy − iqx√

q2
⊥

]−ℓ′

×

×
∞∑

n=0

(
(qΛq ′) + i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

)n
R(2)s ′s

kk ′

P ′2
‖

−m2
f − 2βn

}
,

где θ = (qx − q′x)(py + p′y)/(2β) – общая фаза для обеих диаграмм на рис. 1.1.

Основная часть задачи состоит в вычислении величин R(1,2)s ′s
k ′k , которые вы-

ражаются через следующие лоренц-коварианты и инварианты в подпростран-

стве {0, 3}:

K1α =

√
2

(pΛ̃p ′) +MℓMℓ′

{
Mℓ(Λ̃p

′)α +Mℓ′(Λ̃p)α

}
, (1.25)

K2α =

√
2

(pΛ̃p ′) +MℓMℓ′
{Mℓ(ϕ̃p

′)α +Mℓ′(ϕ̃p)α} , (1.26)

K3 =

√
2
[
(pΛ̃p ′) +MℓMℓ′

]
, (1.27)

K4 = −
√

2

(pΛ̃p ′) +MℓMℓ′
(pϕ̃p ′) . (1.28)

При вычислениях был использован следующий интеграл [150]:

1√
π

∞∫

−∞

dZ e−Z2

Hn

(
Z +

qy + iqx
2
√
β

)
Hℓ

(
Z − qy − iqx

2
√
β

)
= (1.29)

= 2(n+ℓ)/2
√
n! ℓ!

[
qy + iqx√

q2
⊥

]n−ℓ

eq
2
⊥/(4β)In,ℓ

(
q2

⊥

2β

)
,
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где, для n > ℓ

In,ℓ(x) =
√
ℓ!

n!
e−x/2x(n−ℓ)/2Ln−ℓ

ℓ (x) ,

Iℓ,n(x) = (−1)n−ℓIn,ℓ(x) , (1.30)

и Lk
n(x) – обобщенные полиномы Лагерра [150].

В приложении А представлен полный набор величин R(1,2)s ′s
k ′k для jff взаи-

модействия вершин скалярного, псевдоскалярного, векторного и аксиально-век-

торного типов в постоянном однородном магнитном поле произвольной величи-

ны 1 и плазмы, состоящей из заряженных фермионов (см. [136]). Как видно

из полученных результатов, выражения для амплитуд в общем случае, когда

все фермионы находятся на произвольных уровнях Ландау, имеют достаточно

громоздкий вид. Однако в некоторых предельных случаях эти формулы можно

упростить.

1.3. Амплитуды для случая основного уровня Ландау,

ℓ = ℓ′ = 0

В этом разделе рассматривается предел относительно сильного поля,

B & Be, когда начальный и конечный фермионы находятся на основном уровне

Ландау, ℓ = ℓ ′ = 0, тогда как виртуальный фермион может занимать произволь-

ный уровень Ландау, n > 0. В этом случае s = s′ = −1, Mℓ = Mℓ′ = mf , и

In,0(x) =
1√
n!

e−x/2xn/2 , In−1,0(x) =

√
n

x
In,0(x) . (1.31)

Вводя обозначение R(1,2)−−
k ′k ≡ (2mf)

2R
(1,2)
k ′k мы получим следующие выражения

для амплитуд (1.24) с вершинами скалярного, псевдоскалярного, векторного

1 Строго говоря, индукция поля не должна превышать величину BW = m2
W /e ≃ 1024 Гс, соответству-

ющую пределу применимости Стандартной модели.
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или аксиального типов

M−−
k ′k = − exp [−iθ] exp

[
−q

2
⊥
+ q ′2

⊥

4β

] ∞∑

n=0

1

n!
× (1.32)

×
{
exp

[
i(qϕq ′)

2β

] (
(qΛq ′)− i(qϕq ′)

2β

)n R
(1)
k ′k

P 2
‖
−m2

f − 2βn
+

+exp

[
− i(qϕq ′)

2β

](
(qΛq ′) + i(qϕq ′)

2β

)n R
(2)
kk ′

P ′ 2
‖

−m2
f − 2βn

}
,

где

R
(1)
SS = gSg

′
SjSj

′
S [(K1P ) +mfK3] ; (1.33)

R
(2)
SS = R

(1)
SS(q ↔ −q ′) ; (1.34)

R
(1)
PS = −gSg ′

P jSj
′
P [(K2P )−mfK4] ; (1.35)

R
(2)
SP = gSg

′
P jSj

′
P [(K2P

′) +mfK4] ; (1.36)

R
(1)
V S = gSg

′
V jS

{
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )−

−2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]K3

}
; (1.37)

R
(2)
SV = gSg

′
V jS

{
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V ) +

+
2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]K3

}
; (1.38)

R
(1)
AS = −gSg ′

AjS

{
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)−

−2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]K4

}
; (1.39)

R
(2)
SA = −gSg ′

AjS

{
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 −mf(K2j

′
A)−

−2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]K4

}
; (1.40)
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R
(1)
PP = −gPg ′

P jP j
′
P [(K1P )−mfK3] ; (1.41)

R
(2)
PP = R

(1)
PP (q ↔ −q ′) ; (1.42)

R
(1)
V P = gPg

′
V jP

{
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 +mf(K2j

′
V )−

−2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]K4

}
(1.43)

R
(2)
PV = −gPg ′

V jP

{
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 +mf(K2j

′
V )−

−2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]K4

}
; (1.44)

R
(1)
AP = −gPg ′

AjP

{
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)−

−2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]K3

}
; (1.45)

R
(2)
PA = gPg

′
AjP

{
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −mf (K1j

′
A) +

+
2βn

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]K3

}
; (1.46)

R
(1)
V V = gV g

′
V

{
(P Λ̃j ′V )(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )(K1P ) +

+mf [(jV Λ̃j
′
V )K3 + (jV ϕ̃j

′
V )K4] + (1.47)

+
2βn

q2
⊥
q ′2

⊥

[(jVΛj
′
V )− i(jVϕj

′
V )][(K1P )−mfK3][(qΛq

′) + i(qϕq ′)]−

−2βn

q ′2
⊥

(K1jV ) [(q
′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]−

2βn

q2
⊥

(K1j
′
V ) [(qΛjV ) + i(qϕjV )]

}
;

R
(2)
V V = R

(1)
V V (q ↔ −q ′) ; (1.48)
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R
(1)
AV = −gV g ′

A

{
(P Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P )−

−mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 + (jV ϕ̃j

′
A)K3] + (1.49)

+
2βn

q2
⊥
q ′2

⊥

[(jVΛj
′
A)− i(jVϕj

′
A)][(K2P ) +mfK4][(qΛq

′) + i(qϕq ′)]−

−2βn

q ′2
⊥

(K2jV ) [(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]−

2βn

q2
⊥

(K2j
′
A) [(qΛjV ) + i(qϕjV )]

}
;

R
(2)
V A = −gV g ′

A

{
(P ′Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P ′Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P

′) +

+mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 − (jV ϕ̃j

′
A)K3] + (1.50)

+
2βn

q2
⊥
q ′2

⊥

[(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)][(K2P

′)−mfK4][(qΛq
′)− i(qϕq ′)] +

+
2βn

q ′2
⊥

(K2jV ) [(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)] +

2βn

q2
⊥

(K2j
′
A) [(qΛjV )− i(qϕjV )]

}
;

R
(1)
AA = gAg

′
A

{
(P Λ̃j ′A)(K1jA) + (P Λ̃jA)(K1j

′
A)− (jAΛ̃j

′
A)(K1P )−

−mf [(jAΛ̃j
′
A)K3 + (jAϕ̃j

′
A)K4] + (1.51)

+
2βn

q2
⊥
q ′2

⊥

[(jAΛj
′
A)− i(jAϕj

′
A)][(K1P ) +mfK3][(qΛq

′) + i(qϕq ′)]−

−2βn

q ′2
⊥

(K1jA) [(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]−

2βn

q2
⊥

(K1j
′
A) [(qΛjA) + i(qϕjA)]

}
.

R
(2)
AA = R

(1)
AA(q ↔ −q ′) ; (1.52)

Заметим, что полученные результаты позволяют выделить также и пре-

дельный случай n = 0. В частности, амплитуда M−−
V V , содержащая только век-

торные вершины, после замены gV = e, jα = εα(q), j ′α = εα(q
′), где εα(q) и

εα(q
′) – векторы поляризации начального и конечного фотонов соответственно,

и использования закона сохранения энергии и z - компоненты импульса мо-

жет быть приведена к виду (2.33) главы 2. Кроме того, результат для M−−
AV ,
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в случае, когда ℓ′ = ℓ = n = 0, и с учетом замен mf = m, gV = e, jα = εα,

g ′
V = GFCV /

√
2, g ′

A = GFCA/
√
2, j ′α = ν̄γα(1 + γ5)ν, совпадет с амплитудой

процесса eγ → eνν̄, представлнной в главе 4 (см. также [151]). В дополнение,

легко заметить, что амплитуды, содержащие векторные вершины, имеют явный

калибровочно-инвариантный вид.

1.4. Амплитуды для случая рассеяния вперед

Для обобщения результатов, полученных в работе [75], на случай замагни-

ченной плазмы в этом разделе мы рассмотрим процесс когерентного рассеяния

обобщенного тока j на реальных фермионах среды без изменения их состояний

(рассеяние «вперед»). При этом: ℓ = ℓ ′, s = s ′, qµ = q ′µ, pµ = p ′µ, K1α = 2(pΛ̃)α,

K2α = 2(ϕ̃p)α, K3 = 2Mℓ, K4 = 0. Напомним, что под обобщенными токами j и

j ′ в начальном и конечном состояниях понимается как одночастичные состоя-

ния (например, фотоны, аксионы), так и двухчастичные (например, нейтринные

токи).

Поскольку данный процесс является когерентным, полная амплитуда рас-

сеяния может быть получена суммированием по всем состояниям фермионов

среды. В случае среды, находящейся в состоянии термодинамического равнове-

сия, были получены следующие результаты для обобщенных амплитуд:

Mk ′k = − β

2π2

∞∑

ℓ,n=0

∫
dpz
Eℓ

ff(Eℓ)× (1.53)

×
{

D(1)
k ′k

(p+ q)2
‖
−m2

f − 2βn
+

D(2)
kk ′

(p− q)2
‖
−m2

f − 2βn

}
,

где ff(Eℓ) = [1+exp (Eℓ − µf)/T ]
−1 – равновесная функция распределения фер-
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мионов, T и µf – температура и химический потенциал плазмы соответственно,

D(1)
SS = gSg

′
SjSj

′
S

{
[(qΛ̃p) + 2βℓ+ 2m2

f ]× (1.54)

× (I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1)− 4β
√
nℓIn,ℓIn−1,ℓ−1

}
;

D(2)
SS = D(1)

SS(q → −q) ;

D(1)
SP = D(2)

PS = −gSg ′
P jSj

′
P (qϕ̃p)

[
I2
n,ℓ − I2

n−1,ℓ−1

]
; (1.55)

D(1)
V S = gSg

′
V jSmf

{
[2(pΛ̃j ′V ) + (qΛ̃j ′V )]

[
I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1

]
− (1.56)

−
√

2βℓ

q2
⊥

[
[(qΛj ′V ) + i(qϕj ′V )]In,ℓIn,ℓ−1 +

+ [(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )]In−1,ℓIn−1,ℓ−1

]

−
√

2βn

q2
⊥

[
[(qΛj ′V ) + i(qϕj ′V )]In,ℓ−1In−1,ℓ−1 +

+ [(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )]In,ℓIn−1,ℓ

]}
;

D(2)
SV = gSg

′
V jSmf

{
[2(pΛ̃j ′V )− (qΛ̃j ′V )]

[
I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1

]
+ (1.57)

+

√
2βℓ

q2
⊥

[
[(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )]In,ℓIn,ℓ−1 +

+ [(qΛj ′V ) + i(qϕj ′V )]In−1,ℓIn−1,ℓ−1

]
+

+

√
2βn

q2
⊥

[
[(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )]In,ℓ−1In−1,ℓ−1 +

+ [(qΛj ′V ) + i(qϕj ′V )]In,ℓIn−1,ℓ

]}
;
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D(1)
AS = −gSg ′

AjSmf [2(pϕ̃j
′
A) + (qϕ̃j ′A)]

[
I2
n,ℓ − I2

n−1,ℓ−1

]
; (1.58)

D(2)
SA = D(1)

AS(q → −q) ;

D(1)
PP = −gPg ′

P jP j
′
P

{
[(qΛ̃p) + 2βℓ]

[
I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1

]
−

−4β
√
nℓ In,ℓIn−1,ℓ−1

}
; (1.59)

D(2)
PP = D(1)

PP (q → −q) ;

D(1)
V P = D(2)

PV = gPg
′
V jPmf(qϕ̃j

′
V )
[
I2
n,ℓ − I2

n−1,ℓ−1

]
; (1.60)

D(1)
AP = −gPg ′

AjPmf

{
(qΛ̃j ′A)

[
I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1

]
+ (1.61)

+

√
2βℓ

q2
⊥

[
[(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)]In,ℓIn,ℓ−1 + [(qΛj ′A)−

−i(qϕj ′A)]In−1,ℓIn−1,ℓ−1

]
−
√

2βn

q2
⊥

[
[(qΛj ′A) +

+i(qϕj ′A)]In,ℓ−1In−1,ℓ−1 + [(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)]In,ℓIn−1,ℓ

]}
;

D(2)
PA = −gPg ′

AjPmf

{
(qΛ̃j ′A)

[
I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1

]
− (1.62)

−
√

2βℓ

q2
⊥

[
[(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)]In,ℓIn,ℓ−1 − [(qΛj ′A) +

+i(qϕj ′A)]In−1,ℓIn−1,ℓ−1

]
−
√

2βn

q2
⊥

[
[(qΛj ′A)−

−i(qϕj ′A)]In,ℓ−1In−1,ℓ−1 + [(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)]In,ℓIn−1,ℓ

]}
;
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D(1)
V V = gV g

′
V

{[
(pΛ̃jV )(P Λ̃j

′
V ) + (P Λ̃jV )(pΛ̃j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )× (1.63)

×[2βℓ+ (pΛ̃q)]
] [

I2
n,ℓ + I2

n−1,ℓ−1

]
+ 4β

√
nℓ (jV Λ̃j

′
V )In,ℓIn−1,ℓ−1 −

−
√

2βℓ

q2
⊥

[
(P Λ̃jV )[(qΛj

′
V ) + i(qϕj ′V )] + (P Λ̃j ′V )[(qΛjV )− i(qϕjV )]

]
×

×In,ℓIn,ℓ−1 −
√

2βℓ

q2
⊥

[
(P Λ̃jV )[(qΛj

′
V )− i(qϕj ′V )] + (P Λ̃j ′V )×

×[(qΛjV ) + i(qϕjV )]
]
In−1,ℓ−1In−1,ℓ −

√
2βn

q2
⊥

[
(pΛ̃jV )[(qΛj

′
V )− i(qϕj ′V )] +

+(pΛ̃j ′V )[(qΛjV ) + i(qϕjV )]
]
In,ℓIn−1,ℓ −

√
2βn

q2
⊥

[
(pΛ̃jV )×

×[(qΛj ′V ) + i(qϕj ′V )] + (pΛ̃j ′V )[(qΛjV )− i(qϕjV )]
]
In−1,ℓ−1In,ℓ−1 +

+[2βℓ+ (pΛ̃q)]
[
[(jVΛj

′
V ) + i(jVϕj

′
V )]I2

n,ℓ−1 + [(jVΛj
′
V )− i(jVϕj

′
V )]×

×I2
n−1,ℓ

]
+

4β
√
nℓ

q2
⊥

[(qΛjV )(qΛj
′
V )− (qϕjV )(qϕj

′
V )]In,ℓ−1In−1,ℓ

}
;

D(2)
V V = D(1)

V V (q → −q, jV ↔ j ′V ) ;
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D(1)
AV = −gV g ′

A

{[
(P Λ̃jV )(j

′
Aϕ̃p) + (P Λ̃j ′A)(jV ϕ̃p)− (1.64)

−(jV Λ̃j
′
A)(qϕ̃p)−m2

f(jV ϕ̃j
′
A)
] [

I2
n,ℓ − I2

n−1,ℓ−1

]
+

+

√
2βℓ

q2
⊥

[
(Pϕ̃jV )[(qΛj

′
A) + i(qϕj ′A)] + (Pϕ̃j ′A)[(qΛjV )− i(qϕjV )]

]
×

×In,ℓIn,ℓ−1 −
√

2βℓ

q2
⊥

[
(Pϕ̃jV )[(qΛj

′
A)− i(qϕj ′A)] + (Pϕ̃j ′A)[(qΛjV ) +

+i(qϕjV )]
]
In−1,ℓ−1In−1,ℓ +

√
2βn

q2
⊥

[
(pϕ̃jV )[(qΛj

′
A)− i(qϕj ′A)] + (pϕ̃j ′A)×

×[(qΛjV ) + i(qϕjV )]
]
In,ℓIn−1,ℓ −

√
2βn

q2
⊥

[
(pϕ̃jV )[(qΛj

′
A) + i(qϕj ′A)] +

+(pϕ̃j ′A)[(qΛjV )− i(qϕjV )]
]
In−1,ℓ−1In,ℓ−1 +

+(pϕ̃q)
[
[(jVΛj

′
A) + i(jVϕj

′
A)]I2

n,ℓ−1 − [(jVΛj
′
A)− i(jVϕj

′
A)]I2

n−1,ℓ

]}
;

D(2)
V A = −gV g ′

A

{[
(P ′Λ̃jV )(j

′
Aϕ̃p) + (P ′Λ̃j ′A)(jV ϕ̃p) + (1.65)

+(jV Λ̃j
′
A)(qϕ̃p)−m2

f(jV ϕ̃j
′
A)
] [

I2
n,ℓ − I2

n−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ

q2
⊥

[
(P ′ϕ̃j ′A)[(qΛjV ) + i(qϕjV )] + (P ′ϕ̃jV )[(qΛj

′
A)− i(qϕj ′A)]

]
×

×In,ℓIn,ℓ−1 +

√
2βℓ

q2
⊥

[
(P ′ϕ̃j ′A)[(qΛjV )− i(qϕjV )] + (P ′ϕ̃jV )[(qΛj

′
A) +

+i(qϕj ′A)]
]
In−1,ℓ−1In−1,ℓ −

√
2βn

q2
⊥

[
(pϕ̃j ′A)[(qΛjV )− i(qϕjV )] + (pϕ̃jV )×

×[(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)]
]
In,ℓIn−1,ℓ +

√
2βn

q2
⊥

[
(pϕ̃j ′A)[(qΛjV ) + i(qϕjV )]+



38

+(pϕ̃jV )[(qΛj
′
A)− i(qϕj ′A)]

]
In−1,ℓ−1In,ℓ−1 −

−(pϕ̃q)
[
[(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)]I2

n,ℓ−1 − [(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)]I2

n−1,ℓ

]}
;

D(1)
AA = gAg

′
A

{[
(P Λ̃jA)(pΛ̃j

′
A) + (pΛ̃jA)(P Λ̃j

′
A)− (jAΛ̃j

′
A)× (1.66)

×(M2
ℓ +m2

f + (pΛ̃q))
]
[I2

n,ℓ + I2
n−1,ℓ−1] + 4β

√
nℓ (jAΛ̃j

′
A)In,ℓIn−1,ℓ−1 −

−
√

2βℓ

q2
⊥

[
(P Λ̃jA)[(qΛj

′
A) + i(qϕj ′A)] + (P Λ̃j ′A)[(qΛjA)− i(qϕjA)]

]
×

×In,ℓIn,ℓ−1 −
√

2βℓ

q2
⊥

[
(P Λ̃jA)[(qΛj

′
A)− i(qϕj ′A)] + (P Λ̃j ′A)[(qΛjA) +

+i(qϕjA)]
]
In−1,ℓ−1In−1,ℓ −

√
2βn

q2
⊥

[
(pΛ̃jA)[(qΛj

′
A)− i(qϕj ′A)] + (pΛ̃j ′A)×

×[(qΛjA) + i(qϕjA)]
]
In,ℓIn−1,ℓ −

√
2βn

q2
⊥

[
(pΛ̃jA)[(qΛj

′
A) + i(qϕj ′A)] +

+(pΛ̃j ′A)[(qΛjA)− i(qϕjA)]
]
In−1,ℓ−1In,ℓ−1 + [M2

ℓ +m2
f + (pΛ̃q)]×

×
[
[(jAΛj

′
A) + i(jAϕj

′
A)]I2

n,ℓ−1 + [(jAΛj
′
A)− i(jAϕj

′
A)]I2

n−1,ℓ

]
+

+
4β

√
nℓ

q2
⊥

[
(qΛjA)(qΛj

′
A)− (qϕjA)(qϕj

′
A)
]
In,ℓ−1In−1,ℓ

}
;

D(2)
AA = D(1)

AA(q → −q, jA ↔ j ′A) .

Заметим, что выражения для амплитуд MV S, MSV MV P , MPV , MV V ,

MAV и MV A обладают калибровочной инвариантностью. Для доказательства

этого факта достаточно в соответствующих амплитудах сделать замену jV α =

qα, j′V α = q′α и воспользоваться рекуррентными соотношениями для полиномов

Лагерра [150].

Амплитуды для фермионов с положительным зарядом (ef > 0) можно
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получить из (1.53) – (1.66) если учесть, что слагаемые, четные по ϕ и ϕ̃, бу-

дут входить в соответствующие амплитуды в виде четных по µf функций, а

нечетные – в виде нечетных по µf функций. Это утверждение согласуется с

обобщением теоремы Фарри на случай замагниченной среды, рассмотренным в

работе [26] (см. также приложение Г).

1.5. Обсуждение

В данной главе были рассмотрены древесные двухвершинные амплитуды

для переходов jf → j ′f ′ в постоянном однородном магнитном поле произволь-

ной величины, не превышающей предела применимости Стандартной модели,

BW = m2
W/e ≃ 1024, и плазмы, состоящей из заряженных фермионов, для

всевозможных комбинаций вершин скалярного, псевдоскалярного, векторного

и аксиально-векторного типов. Показано, что все полученные амплитуды име-

ют явный лоренц-инвариантный вид относительно преобразований вдоль маг-

нитного поля, вследствие выбора решений уравнения Дирака как собственных

функций ковариантного оператора µz. В этом случае парциальные вклады в

амплитуду от каналов с различными значениями поляризационных состояний

фермионов вычисляются путём непосредственного перемножения биспиноров и

матриц Дирака. Такой подход представляет собой альтернативу методу [53, 54],

согласно которому модули амплитуд возводятся в квадрат и суммируются по

поляризационным состояниям с использованием матриц плотности для ферми-

онов. Следует отметить, что, исходя из полученных результатов, относительно

просто можно воспроизвести предельные случаи как слабого, так и сверхсиль-

ного полей.

Набор амплитуд для переходов jf → j ′f ′ в постоянном однородном маг-

нитном поле и плазме, состоящей из заряженных фермионов, может быть ис-

пользован для анализа различных квантовых процессов во внешней активной

среде. Используя результаты для амплитуд MV V и MV A, можно описать про-
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цесс радиационного перехода нейтрино ν → νγ. Путём замен ga = Cf/(2fa),

jα = −iqα, g ′
V = GFCV /

√
2, g ′

A = GFCA/
√
2, j ′α = ν̄γα(1 + γ5)ν в MAV , MAA

и gV = e, jα = εα, g′a = Cf/(2fa), j ′α = iq ′α в MV A можно также получить

амплитуды процессов распада аксиона a → νν̄ и осцилляций фотон-аксион в

присутствии плазмы соответственно.

Более того, полученные результаты могут быть использованы для анали-

за реакций с возможным резонансом на виртуальном электроне (см., напри-

мер, [152]). Как хорошо известно [16], процессы такого типа играют важнейшую

роль в магнитосферах изолированных нейтронных звёзд, обеспечивая рождение

электрон-позитронной плазмы. Указанные процессы рассматриваются в главе 5

настоящей диссертации.

Наконец, несмотря на определенную громоздкость полученных результа-

тов, полученные выражения для амплитуд удобно использовать для численных

расчетов.
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Глава 2

Комптоновское рассеяние в замагниченной

плазме

2.1. Введение

В настоящей главе рассматривается процесс рассеяния фотона, γe± →
γe±, в присутствии сильного магнитного поля и электрон-позитронной плаз-

мы, когда величина магнитного поля B является максимальным физическим

параметром, а именно
√
β ≫ T, µ, ω, E. Напомним, что T – температура плаз-

мы, µ – ее химический потенциал, ω и E – энергии начальных фотона и элек-

трона (позитрона). В таком пределе практически все электроны и позитроны

плазмы будут находиться на основном уровне Ландау. В данной главе будет рас-

смотрен нерезонансный случай, когда импульсы начальных фотона и электрона

(позитрона) удовлетворяют условию β ≫ (pq)‖ + q2
‖
/2. Такая ситуация может

реализовываться в модели источника мягких повторяющихся гамма всплесков

(SGR) [10–13] при образовании магнитно захваченного горячего (с температу-

рой ∼ 1 МэВ) плазменного образования на поверхности магнитара (так назы-

ваемый «fireball») или во внешней части коры магнитара в не очень плотной

(ρ . 107 г/см3) вырожденной плазме [17].

Ранее реакция комптоновского рассеяния в замагниченной среде изуча-

лась в большом количестве работ. Случай магнитного поля без плазмы был

исследован в [47–50]. Было найдено, что сечение поцесса γe± → γe± становится

сильно анизотропным и существенно зависит от поляризаций фотонов. В недав-

ней работе [153] было показано, что дисперсионные свойства фотона в сильно

замагниченной холодной плазме значительно влияют на рассматриваемый про-

цесс.

План изложения главы 2 следующий. В разделе 2.2 мы рассматриваем
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распространение электромагнитного излучения в замагниченной среде. В разде-

ле 2.3 приводятся выражения для парциальных амплитуд комптоновского рас-

сеяния для различных поляризационных конфигураций начального и конечно-

го фотонов. Аналитические и численные расчеты коэффициентов поглощения

фотона для обеих ситуаций зарядово симметричной и холодной плазмы рассмат-

риваются в разделе 2.4. Глава основана на результатах работ [130, 154–158].

2.2. Распространение фотона в замагниченной среде

Распространение электромагнитного излучения в любой активной среде

удобно описывать в терминах нормальных (собственных) мод. В свою очередь,

поляризационные и дисперсионные свойства нормальных мод связаны с соб-

ственными векторами и собственными значениями поляризационного операто-

ра фотона Pαβ соответственно. Для дальнейшего анализа этих свойств удобно

разложить тензор Pαβ по базису из 4-векторов [55], построенных из обезразме-

ренного тензора электромагнитного поля и 4-вектора импульса фотона qα:

b(1)µ = (ϕq)µ, b(2)µ = (ϕ̃q)µ, (2.1)

b(3)µ = q2 (Λq)µ − qµ q
2
⊥
, b(4)µ = qµ,

являющихся собственными векторами поляризационного оператора в постоян-

ном однородном магнитном поле. При этом (b(1)b∗(1)) = −q2
⊥
, (b(2)b∗(2)) = −q2

‖
,

(b(3)b∗(3)) = −q2q2
‖
q2

⊥
, (b(4)b∗(4)) = q2.

В этом базисе будем иметь следующее разложение Pαβ по собственным

векторам r
(λ)
α в замагниченной плазме с соответствующими собственными зна-

чениями κ
(λ) [59, 159–161]:

Pαβ =
3∑

λ=1

κ
(λ)
r
(λ)
α (r

(λ)
β )∗

(r(λ))2
, r

(λ)
β =

3∑

i=1

A
(λ)
i b

(i)
β , (2.2)

где A(λ)
i некоторые комплексные коэффициенты.
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Как уже отмечалось ранее (см. Введение к настоящей диссертации), при

исследовании квантовых явлений в сильно замагниченной плазме, движущейся

как целое вдоль магнитного поля со скоростью uα, можно рассмотреть ситуа-

цию только магнитного поля без электрической составляющей. В этом случае

равновесная функция распределения электронов и позитронов плазмы, имею-

щая температуру T и химический потенциал µ может быть записана в явном

лоренц-инвариантном виде:

f±(p) =
1

1 + exp [((pu)‖ ± µ)/T ]
, (2.3)

(pu)‖ = Eu0 − pzuz , E =
√
p2z +m2 .

Здесь верхний знак соответствует электронной, а нижний – позитронной ком-

понентам плазмы.

С учетом этого замечания, в случае сильно замагниченной плазмы, ко-

гда магнитное поле является наибольшим параметром задачи, β ≫ m2, µ2, T 2,

используя результаты работ [59, 159, 160, 162] для Pαβ, можно получить следу-

ющее разложение по обратным степеням магнитного поля:

Pαβ =
∑

λ

κ
(λ)
r
(λ)
α (r

(λ)
β )∗

(r(λ))2
≃ −2α

π
βD (ϕ̃q)α(ϕ̃q)β

q2
‖

+ (2.4)

+
α

3π
(ϕq)α(ϕq)β +

iα

π
∆N [ϕαβ (qu) + (qϕ)αuβ − (qϕ)βuα] +

+
α

3π
V
(
q2 gαβ − qα qβ

)
+ O

(
1

β

)
,

где

D = −J1(q‖)−H

(
q2

‖

4m2

)
, (2.5)

J1(q‖) = 2q2
‖
m2

∞∫

−∞

dpz
E

f−(p) + f+(p)

q4
‖
− 4(pq)2

‖

, (2.6)
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H(z) =
1√

z(1− z)
arctg

√
z

1− z
− 1, 0 6 z 6 1, (2.7)

H(z) = − 1

2
√
z(z − 1)

ln

√
z +

√
z − 1√

z −
√
z − 1

− 1 + (2.8)

+
iπ

2
√
z(z − 1)

, z > 1,

∆N =

∞∫

−∞

dpz
E

(pu)‖ [f−(p)− f+(p)] =
(2π)2

β
(ne− − ne+) , (2.9)

ne− (ne+) – концентрация электронов (позитронов) плазмы,

V = ln (B/Be)− 1.792 +
3

2

1∫

0

dx (1− x2) ln

[
1− q2

4m2
(1− x2)

]
. (2.10)

Далее будет рассматриваться только система покоя плазмы, так, что (pu)‖ =

E. При этом в разложении собственных векторов r(λ)α по обратным степеням по-

ля для получения самосогласованных результатов оказывается необходимым

учесть следующий порядок малости по 1/β. С учетом этих замечаний получим:

r(1,3)α =

[
∓
√
q4

⊥
+ (6∆N ω)2

q2

q2
‖

− q2
⊥

]
b(1)α − i

6∆N ω

q2
‖

b(3)α + (2.11)

+i
∆N kz q

2
⊥

2βD q2
‖

[
±
√
q4

⊥
+ (6∆N ω)2

q2

q2
‖

+ q2
⊥

]
b(2)α + O

(
1

β2

)
,

r(2)α = b(2)α − i
∆N kz
2βD b(1)α +O

(
1

β2

)
. (2.12)

Коэффициенты A
(λ)
i в разложении (2.2) с точностью до членов O(1/β2)
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имеют вид:

A
(1,3)
1 = ∓

√
q4

⊥
+ (6∆N ω)2

q2

q2
‖

− q2
⊥
, (2.13)

A
(1,3)
2 = i

∆N kz q
2
⊥

2βD q2
‖

[
±
√
q4

⊥
+ (6∆N ω)2

q2

q2
‖

+ q2
⊥

]
,

A
(1,3)
3 = −i

6∆N ω

q2
‖

, A
(2)
1 = −i

∆N kz
2βD ,

A
(2)
2 = 1 , A

(2)
3 = 0 .

Соответствующие собственные значения в приближенияхO(1/β2) для κ
(1,3)

и O(1/β) для κ
(2) запишутся следующим образом:

κ
(1,3) =

α

3π
q2 V +

α

6π

[
∓
√
q4

⊥
+ (6∆N ω)2

q2

q2
‖

− q2
⊥

]
× (2.14)

×
{
1∓ 3(∆N kz)

2 q2
⊥

2βD q2
‖

[
q4

⊥
+ (6∆N ω)2

q2

q2
‖

]−1/2
}

+O

(
1

β2

)
,

κ
(2) =

α

3π
q2 V +

2α

π
βD + O

(
1

β

)
. (2.15)

Как видно из полученного результата, даже в приближении сильно замаг-

ниченной плазмы определение дисперсионных свойств фотонов для всех трех

поляризаций представляет собой достаточно сложную задачу. Однако в пре-

дельных случаях зарядово симметричной и холодной, вырожденной, нереляти-

вистской плазмы формулы (2.13) – (2.15) значительно упрощаются. Рассмотрим

эти случаи более подробно.

2.2.1. Зарядово симметричная плазма, µ = 0

В случае зарядово симметричной плазмы ∆N = 0, коэффициенты (2.13)

упрощаются: A(1)
1 = −2q2

⊥
, A(2)

2 = 1 (остальные коэффициенты равны нулю).

Тогда, собственные векторы (2.11) – (2.12) и собственные значения (2.14) – (2.15)
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примут вид:

r(1)α = −2q2
⊥
b(1)α + O

(
1

β2

)
, r(3)α = O

(
1

β2

)
, (2.16)

r(2)α = b(2)α + O

(
1

β2

)
. (2.17)

κ
(1) =

α

3π
q2 V − α

3π
q2

⊥
+ O

(
1

β2

)
, (2.18)

κ
(3) = O

(
1

β2

)
, (2.19)

а собственное значение κ
(2) определяется формулой (2.15).

Нетрудно видеть, что полученные собственные векторы и собственные зна-

чения поляризационного оператора в зарядово симметричной плазме имеют тот

же вид, что и в замагниченном вакууме 1. Поэтому для фотонов, находящихся

в равновесии с плазмой, можно ввести два поляризационных состояния, опре-

деляемые векторами поляризации

ε(1)α (q) =
(qϕ)α√
q2

⊥

, ε(2)α (q) =
(qϕ̃)α√
q2

‖

. (2.20)

Здесь символы 1 и 2 соответствуют ‖ и ⊥ поляризациям в чистом магнитном

поле [163], X - и O - модам работы [52], и E - и O - модам в замагничен-

ной плазме [12]. При этом вектор поляризации, соответствующий собственному

значению κ
(3), может быть устранен калибровочным преобразованием и поэто-

му не будет определять физическую моду фотона. Кроме того, в приближении

O(1/β) закон дисперсии фотона моды 1 практически не отличается от вакуумно-

го, q2 ≃ 0. С другой стороны, дисперсионные свойства фотона моды 2 претерпе-

вают существенные изменения даже по сравнению с замагниченным вакуумом

и, следовательно, будут оказывать дополнительное влияние на кинематику про-

цессов с участием фотонов этой моды. Рассмотрим данное утверждение более

подробно.
1 Под термином «замагниченный вакуум» понимается магнитное поле без плазмы.
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Рис. 2.1. Законы дисперсии фотона моды 2 в сильном магнитном поле B/Be = 200 и нейтраль-

ной плазме для различных значений температуры: T = 1 МэВ (верхняя кривая), T = 0.5 МэВ

(средняя кривая), T = 0.25 МэВ (нижняя кривая). Дисперсия фотона без плазмы обозначена

штриховой линией. Диагональная штриховая линия соответствует вакуумному закону дис-

персии, q2 = 0. Угол (θ) между импульсом фотона и направлением магнитного поля равен

π/2.
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Рис. 2.2. Законы дисперсии фотона моды 2 в сильном магнитном поле B/Be = 200 и ней-

тральной плазме (T = 1МэВ) для различных значений угла между импульсом фотона и на-

правлением магнитного поля θ = π/2 (верхняя кривая), θ = π/6 (средняя кривая), θ = π/12

(нижняя кривая). Дисперсия фотона без плазмы обозначена штриховой линией. Диагональ-

ная штриховая линия соответствует вакуумному закону дисперсии, q2 = 0.

На рис. 2.1 и 2.2, представлены законы дисперсии фотона моды 2 как ре-

шения уравнения

q2 − κ
(2) = 0 (2.21)

в замагниченной плазме для различных значений температур, углов и импульса

фотона. Как нетрудно видеть, в противоположность чистому магнитному полю,

в плазме существует область с q2 > 0 ниже первого циклотронного резонанса,

определяемого условием q2
‖
= 0. Этот факт связан с появлением плазменной

частоты в представлении реальных электронов и позитронов среды, которая

может быть определена из уравнения

ω2
p − κ

(2)(ωp,k → 0) = 0. (2.22)

В результате может существенно измениться кинематика различных фо-



49

тонных процессов. Например, в этой области становится возможным новый

канал γ2 → γ1γ1, запрещенный в магнитном поле в отсутствие плазмы. В то

же время каналы расщепления γ1 → γ2γ2 и γ1 → γ1γ2, разрешенные в магнит-

ном поле, в этой области кинематически закрыты [164] (см. главу 3). Кроме

того, наличие плазменной частоты приводит к возникновению порога для кана-

лов рассеяния фотона моды 2 на электронах и позитронах плазмы, γ2e → γ1e,

γ2e→ γ2e, который отсутствует в чистом магнитном поле.

2.2.2. Зарядово несимметричная холодная плазма, T ≪ µ−m

Как нетрудно видеть из формул для собственных векторов (2.11) и (2.12),

в случае µ 6= 0 даже в пределе сильного поля фотоны будут иметь эллиптиче-

ские поляризации. Однако в пределе сильного поля из вида собственных век-

торов (2.11), (2.12) и собственных значений поляризационного оператора фото-

на (2.14), (2.15) следует, что фотон моды 2 остается линейно поляризованным,

так же, как и в случае зарядово симметричной плазмы (см. формулу (2.17)).

С другой стороны, фотоны мод 1 и 3 формально остаются эллиптически по-

ляризованными. Но, учитывая, что вектор b(3)α может быть представлен в виде

b
(3)
α = q2(Λq)α (слагаемое, пропорциональное qα исчезает в силу калибровочной

инвариантности), а также уравнение дисперсии для фотонов этих мод

q2 − κ
(1,3) = 0 , (2.23)

нетрудно получить условие, при котором векторы поляризации фотонов мод 1

и 3 будут определяться формулами (2.16):

α∆N

2πm sin θ
=

αpF
πm sin θ

≪ 1 . (2.24)

В частности, этому условию заведомо удовлетворяет ситуация холодной,

почти вырожденной, умеренно релятивистской плазмы. С точки зрения возмож-

ных астрофизических приложений такой случай является наиболее реалистич-

ным, реализуемым, например, в приповерхностном слое нейтронной звезды, где
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процесс γe → γe может играть важную роль в формировании наблюдаемых

спектров [129, 165–167].

С другой стороны, при исследовании процессов нейтринного остывания

нейтронной звезды (см. главу 4), в случае β ≫ m2, когда электроны занима-

ют основной уровень Ландау, анализ амплитуд (1.32), (1.47) – (1.50) (см., так-

же [151, 161]), показывает, что только фотоны с поляризацией, соответствующей

вектору r
(2)
α ≃ b

(2)
α будут определять лидирующие по внешнему полю вклады

в амплитуды процессов с участием фотонов и нейтрино. Таким образом, при

исследовании процессов γe → γe, γe → eνν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄ мы можем

также ограничиться векторами поляризации (2.20).

В рассматриваемом случае в приближении O(1/β) интеграл J (q‖) в соб-

ственном значении поляризационного оператора фотона κ
(2) (формула (2.6))

может быть вычислен аналитически и представлен в следующем виде:

J1(q‖) = − 1

2
√
z(1− z)

(
arctg

[
vF − vφ + zvF (v

2
φ − 1)

(v2φ − 1)
√
z(1− z)

]
+

+arctg

[
vF + vφ + zvF (v

2
φ − 1)

(v2φ − 1)
√
z(1− z)

])
, 0 6 z 6 1, (2.25)

J1(q‖) = − 1

4
√
z(z − 1)

×

×
(
ln

[
vF − vφ + (v2φ − 1)(zvF −

√
z(z − 1) )

vF − vφ + (v2φ − 1)(zvF +
√
z(z − 1) )

]
+

+ ln

[
vF + vφ + (v2φ − 1)(zvF −

√
z(z − 1) )

vF + vφ + (v2φ − 1)(zvF +
√
z(z − 1) )

])
− (2.26)

−iπθ(vF |vφ| − 1)

2
√
z(z − 1)

, z > 1,

z =
q2

‖

4m2
, vφ =

ω

qz
.
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Рис. 2.3. Закон дисперсии фотона моды 2, распространяющегося поперек магнитного по-

ля при B/Be = 200 в вырожденной (T = 0) плазме при следующих значениях химического

потенциала: µ = 1 МэВ (верхняя кривая), µ = 0.75 МэВ (средняя кривая), µ = 0.5 МэВ (ниж-

няя кривая). Диагональная штриховая линия соответствует вакуумному закону дисперсии,

q2 = 0.

На рис. 2.3 и 2.4 представлены законы дисперсии фотона в замагничен-

ной холодной плазме для различных значений химического потенциала, углов

и импульса фотона. Из представленных рисунков видно, что в вырожденной

плазме, по сравнению с чистым магнитным полем, порог рождения e+e− пары

смещается со значения q2
‖
= 4m2 до величины

q2
‖
= 2

(
µ2 − pF |qz|+ µ

√
(pF − |qz|)2 +m2

)
. (2.27)

Это следует из того факта, что в области vF |vφ| > 1 (или |qz| < 2pF )

мнимые части в (2.8) и (2.26) взаимно сокращаются, корневая сингулярность

вблизи q2
‖
= 4m2 исчезает, и в мнимую часть κ

(2) будет давать вклад только

логафмическая функция в (2.26).

Данный вывод полностью согласуется с кинематическим анализом процес-
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Рис. 2.4. Закон дисперсии фотона моды 2 в вырожденной (T = 0) плазме в зависимости

от угла θ между импульсом фотона и направлением магнитного поля при B/Be = 200,

µ = 0.75 МэВ для θ = π/2 (верхняя кривая), θ = π/4 (средняя кривая), θ = π/12 (нижняя

кривая). Диагональная штриховая линия соответствует вакуумному закону дисперсии, q2 =

0.

са γ2 → e+e− в холодной плазме. Действительно, используя законы сохранения

энергии и импульса вместе с очевидными условиями E > µ и |pz| > pF для

электрона мы вновь придем к результату (2.27).

Для значений энергий фотона ω ∼ T ≪ µ −m собственное значение κ
(2)

принимает особенно простой вид:

κ
(2) ≃

ω2
p q

2
‖

ω2 − v2Fk
2
z

, (2.28)

где ω2
p = (2αβ/π)vF – плазменная частота. Здесь мы пренебрегли первым сла-

гаемым в (2.15), поскольку оно не влияет на закон дисперсии в первом порядке

по константе α. Следует отметить, что в зарядово несимметричной плазме, так

же, как и в симметричной, у фотона с вектором поляризации r(2)α появляется эф-

фективная масса, так как κ
(2) ≃ ω2

p при k = 0. С другой стороны, κ(1,3) = 0 при



53

k = 0, т.е. фотоны мод 1 и 3 остаются безмассовыми. В рассматриваемом при-

ближении решение уравнения дисперсии (2.21) для фотона моды 2, распростра-

няющегося под ненулевым углом θ по отношению к магнитному полю, можно

найти аналитически, как функцию ω = ω(k), представимую в виде

ω =

{
1

2

[
k2(1 + v2F cos2 θ) + ω2

p

]
+ (2.29)

+
1

2

√[
k2(1− v2F cos2 θ) + ω2

p

]2 − 4ω2
p(1− v2F )k

2 cos2 θ

}1/2

,

В частности, в случае нерелятивистской плазмы, vF ≪ 1, получаем

ω ≃
{
1

2

[
k2 + ω2

p

]
+

1

2

√[
k2 + ω2

p

]2 − 4ω2
pk

2 cos2 θ

}1/2

. (2.30)

В случае релятивистской плазмы, vF ∼ 1, имеем

ω ≃
√
k2 + ω2

p . (2.31)

В заключение этого раздела отметим следующее. Из формул (2.7) и (2.6)

следует, что собственное значение поляризационного оператора κ
(2) становится

большим вблизи порога рождения электрон-позитронной пары (см. рис. 2.1 –

2.4), что указывает на необходимость учета перенормировки волновой функции

фотона этой поляризации:

ε(2)α (q) → ε(2)α (q)
√
Z2, Z−1

2 = 1− ∂κ(2)(q)

∂ω2
. (2.32)

Однако в холодной почти вырожденной плазме при выполнении условия

ω ≪ µ−m эта перенормировка становится несущественной, поскольку основной

вклад в физически наблюдаемые характеристики (например, светимость) дает

область энергий фотонов ω ≪ m.

2.3. Амплитуда процесса γe± → γe±

Процесс γe± → γe± в магнитном поле описывается двумя диаграммами

Фейнмана, изображенными на рис. 2.5, а его амплитуду в сильно замагниченной
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q
q′

p p′

p+ q
+ (q ↔ −q′)

Рис. 2.5. Диаграммы Фейнмана для процесса комптоновского рассеяния фотона на элек-

троне в сильном магнитном поле. Двойные линии означают, что влияние магнитного поля

на начальное и конечное состояния электрона и на электронный пропагатор учтено точно.

плазме можно получить из формул (1.32), (1.47) и (1.48) главы 1 следующей

заменой gV = g′V = e, jα = εα(q), j′α = ε∗α(q
′) и, с учетом закона сохранения

продольных компонент вектора энергии-импульса, представить в следующем,

удобном для дальнейших вычислений, виде:

Mλ→λ′ = −4πα exp

[
−q

2
⊥
+ q′2

⊥
− 2i(qϕq′)

4β

]
× (2.33)

×
∞∑

n=0

ε
∗(λ′)
α (q′)ε(λ)β (q) T n

αβ

q2
‖
+ 2(pq)‖ − 2βn

+ (q ↔ −q′) ,

где

T n
αβ =

2m√
−Q2

‖

{
Sn[−(qΛ̃)α(Qϕ̃)β − (q′Λ̃)β(Qϕ̃)α +

+(qϕ̃q′)Λ̃αβ + κ(Qϕ̃)α(Qϕ̃)β]−

−Sn−1[(qϕ̃q
′)(Λαβ + iϕαβ)− (qΛ)α(Qϕ̃)β −

−(q′Λ)β(Qϕ̃)α − i(Qϕ̃)α(q
′ϕ)β + i(Qϕ̃)β(qϕ)α]

}
,

Sn =
1

n!

(
(qΛq′)− i(qϕq′)

2β

)n

. (2.34)

Подставляя в выражение (2.33) векторы поляризации (2.20), получим парци-

альные амплитуды для различных поляризационных состояний начального и

конечного фотонов для обоих случаев зарядово симметричной и зарядово несим-

метричной плазмы. Эти амплитуды можно представить в ковариантном виде:
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M1→1 = −8iπαm

β

(qϕq′)(qϕ̃q′)√
q2

⊥
q′2

⊥
(−Q2

‖
)
, (2.35)

M1→2 = −8iπαm

β

(qΛq′)(q′Λ̃Q)√
q2

⊥
q′2

‖
(−Q2

‖
)
, (2.36)

M2→1 =
8iπαm

β

(qΛq′)(qΛ̃Q)√
q2

‖
q′2

⊥
(−Q2

‖
)
, (2.37)

M2→2 = 16παm

√
q2

‖
q′2

‖

√
(−Q2

‖
)κ

(qΛ̃q′)2 − κ2(qϕ̃q′)2
× (2.38)

×
{
1− q2

⊥
+ q′2

⊥

4β
+ i

(qϕq′)(qϕ̃q′)

2βκq2
‖
q′2

‖
Q2

‖

[
4m2(qΛ̃q′) + (qΛ̃q′)2 − κ

2(qϕ̃q′)2
]}

,

где κ =
√

1− 4m2/Q2
‖

и Q2
‖
= (q − q′)2

‖
< 0, qα = (ω,k) и q′α = (ω′,k′) –

4-импульсы начального и конечного фотонов соответственно.

Как можно видеть из последнего выражения, в случае, когда начальный

фотон распространяется поперек магнитного поля, все амплитуды, кроме M2→2,

подавлены обратной величиной напряженности магнитного поля. Следователь-

но, только фотон моды 2 в этом случае будет эффективно удерживаться в плаз-

ме.

2.4. Коэффициент поглощения фотона и сечение в сильно

замагниченной среде

Для анализа эффективности рассматриваемого процесса и сравнения его с

другими конкурирующими реакциями мы вычисляем коэффициент поглощения
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фотона 2, который может быть определен следующим образом:

Wλe±→λ′e± =
β

16(2π)4ωλ

∫
| Mλ→λ′ |2 ZλZλ′ × (2.39)

×f±(E) [1− f±(E
′)] (1 + fω′)δ(ωλ(k) + E − ωλ′(k′)− E ′)

dpz d
3k

′

EE ′ωλ′

,

где fω′ = [exp (ω′/T ) − 1]−1 – равновесная функция распределения конечных

фотонов, E =
√
p2z +m2 и E ′ =

√
(pz + kz − k′z)

2 +m2 – энергии начального и

конечного электронов (позитронов) соответственно.

Мы рассмотрим коэффициент поглощения (2.39) в двух случаях зарядово

симметричной и зарядово несимметричной холодной плазмы.

2.4.1. Зарядово симметричная плазма

В зарядово симметричной плазме (µ = 0) и в пределе низких температур

(T ≪ m), пренебрегая функцией распределения фотонов в конечном состоянии,

(fω′ = 0), коэффициент поглощения (2.39) может быть выражен в терминах

парциальных сечений, σλ→λ′, для разрешенных каналов следующим образом

Wλ→λ′ ≡Wλe−→λ′e− +Wλe+→λ′e+ ≃ neσλ→λ′ , где

σλ→λ′ =
1

16(2π)2mωλ

∫
| Mλ→λ′ |2 ZλZλ′δ(ωλ(k) +m− ωλ′(k′)− E ′)

d3k′

E ′ωλ′

,

E ′ ≃
√
(kz − k′z)

2 +m2 , (2.40)

σ1→1 =
3

16
σT

(
Be

B

)2
ω2

m2

[
(2m+ ω sin2 θ)(m+ ω + (m− ω) cos2 θ)

(ω +m)2 − ω2 cos2 θ
+

+
m

ω
sin2 θ ln

(
(ω +m)2 − ω2 cos2 θ

m2

)]
, (2.41)

2 Под термином «коэффициент поглощения фотона» здесь и далее понимается вероятность изменения

состояния фотона за счет тех или иных квантовых процессов (рассеяние, расщепление, слияние и т.п.)
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σ2→1 =
3

16
σT

(
Be

B

)2
q2

⊥

m2ω
Z2

[
(2mω + q2

‖
)(2mω2 − (m− ω)q2

‖
) sin2 θ

q2
‖
[(ω +m)2 sin2 θ − q2

⊥
cos2 θ]

−

− m ln

(
(ω +m)2 sin2 θ − q2

⊥
cos2 θ

m2 sin2 θ

)]
,

q2
‖

= ω2 − q2
⊥
ctg2 θ , (2.42)

σ1→2 =
3

4
σT

(
Be

B

)2
1

ωs1‖

(m−√
s1‖)

2/4m2∫

0

dz

(
1 +

3

2
ξ
H(z)

z

)
×

× (ω +m)(s1‖ −m2)2 − 4m2z [m2(ω +m) + (ω + 3m)s‖]√
(s1‖ −m2 + 4m2z)2 − 4m2s1‖z

,

s1‖ = (ω +m)2 − ω2 cos2 θ, (2.43)

σ2→2 = 3 σT
m

ω
Z2

(
√
s2‖−m)2/4m2∫

0

dz√
(s2‖ −m2 + 4m2z)2 − 16m2s2‖z

×

×
2∑

i=1

4m4

[(qΛ̃q′)2 − κ2(qϕ̃q′)2]2

{
4m2q2

‖
z(4m2 −Q2

‖
)×

×
[
1− Be

B

(
q2

⊥

4m2
+ z +

3

2
ξ H(z)

)]2
+

+
1

8m4

(
Be

B

)2
q2

⊥
(qϕ̃q′)2

q2
‖
(−Q2

‖
)

(
1 +

3

2
ξ
H(z)

z

)
× (2.44)

×
[
4m2(qΛ̃q′) + (qΛ̃q′)2 − κ

2(qϕ̃q′)2
]2}∣∣∣∣

q′z=q′
zi

ω′=ω′
i

,

ω′
1,2 =

1

2s2‖

{
(ω +m)(s2‖ −m2 + 4m2z)±

±
√
q2

⊥
ctg θ

√
(s2‖ −m2 + 4m2z)2 − 16m2s2‖z

}
,

q′z1,2 =
1

2s2‖

{√
q2

⊥
ctg θ (s2‖ −m2 + 4m2z)±

± (ω +m)
√

(s2‖ −m2 + 4m2z)2 − 16m2s2‖z

}
,

s2‖ = (ω +m)2 − q2
⊥
ctg2 θ,
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где σT = 8π
3

α2

m2 – томсоновское сечение, ξ = α
3π

B
Be

– параметр, характеризующий

влияние магнитного поля, θ – угол между направлением импульса начального

фотона и магнитным полем, q2
⊥

– корень уравнения q2
⊥
= sin2 θ [ω2 − κ

(2)(ω2 −
q2

⊥
ctg2 θ)] и концентрация электронов (позитронов) в сильно замагниченной,

зарядово симметричной, разреженной плазме может быть оценена следующим

образом

ne ≃ β

√
mT

2π3
e−m/T . (2.45)

В качестве проверки полученных результатов мы вычислили соответству-

ющие сечения в пределе низких энергий (ω ≪ m):

σ1→1 ≃ 3

4
σT

(
Be

B

)2
ω2

m2
, (2.46)

σ1→2 ≃ 1

4
σT

(
Be

B

)2
ω2

m2
(1 + ξ), (2.47)

σ2→1 ≃
3

4
σT

(
Be

B

)2
(ω − ωp)

2

m2
(1 + ξ) cos2 θΘ(ω − ωp), (2.48)

σ2→2 ≃ σT
1 + ξ

{
sin2 θ

[
1− 1

2

(
Be

B

)( ω
m

)2(9
5
− cos2 θ

)]
+

+

(
Be

B

)2
(ω − ωp)

2

4m2
cos2 θ

}
Θ(ω − ωp) . (2.49)

Нетрудно видеть, что присутствие замагниченной плазмы слабо влияет на

сечение процессов в этом пределе. Более того, поправки, связанные с диспер-

сией и перенормировкой волновой функции фотона, оказываются существен-

ными только для ξ ∼ 1, т.е. когда магнитное поле будет достаточно сильным,

B ∼ 103Be. В случае магнитных полей B ∼ 1014 Гс, которые используются в мо-

делях илучения магнитосфер магнитаров [14], ξ ≪ 1, и формулы (2.46) – (2.48)

согласуется с хорошо известным результатом [47]. Однако сечение (2.49) содер-

жит дополнительное слагаемое ∼ Be/B по сравнению с результатом [47]. Этот
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член возникает из разложения экспоненты в амплитуде (2.33) (см. также (2.38))

по параметру напряженности магнитного поля.

Для численного анализа коэффициентов поглощения фотона в условиях

горячей плазмы (T ∼ m) удобно проинтегрировать (2.39) по pz. Тогда дляWλ→λ′

мы получим следующее простое выражение:

Wλ→λ′ =
βZλ

4(2π)4ωλ

∫
d3k′

κ|Q2
‖
|ωλ′

| Mλ→λ′ |2 Zλ′

×(1 + fω′)

{
F
[
− 1

2T
(Q0 −Qzκ),

1

2T
(Q0 +Qzκ)

]

×Θ(Qz) + (Qz → −Qz)

}
, (2.50)

где F(x, y) = [1 + exp (x)]−1[1 + exp (−y)]−1.

Результаты численного расчета представлены на рис. 2.6 – 2.11. Из рис. 2.6

– 2.9 можно видеть, что коэффициенты поглощения фотона, соответствующие

комптоновскому рассеянию для всех кинематически разрешенных каналов, быст-

ро растут с ростом температуры. В то же время каналы с начальным фотоном

моды 1 и моды 2 имеют различный характер зависимости коэффициента погло-

щения от энергии.

Как показано на рис. 2.8 и 2.9, коэффициенты поглощения для реакций

γ2e
± → γ2e

± и γ2e
± → γ1e

± имеют порог (ω = ωp). Причиной этого явля-

ется тот факт, что в силу уравнения дисперсии (2.21) для фотона моды 2 с

учетом плазменной частоты, электромагнитная волна, соответствующая этой

моде, не может распространяться с энергией ниже ωp. В области энергий, близ-

ких к плазменной частоте, коэффициент W2→2 слабо зависит от энергии, тогда

как коэффициент W2→1 стремится к нулю как в окрестности ωp, так и вбли-

зи порога рождения пар, ω = 2m. Следует отметить, что в непосредственной

близости от порога рождения пар становится очень важным учет дисперсии и

перенормировки волновых функций фотонов, что и определяет, в конечном ито-

ге, зависимость коэффициентов поглощения от значений энергии, температуры



60

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6 7
10-6

10-4

1

104

10
2

10
–2

W
W0

ω
2m

Рис. 2.6. Зависимость коэффициента поглощения W1→1 для канала γ1e → γ1e от энергии

начального фотона в сильном магнитном поле B/Be = 200 при T = 1 МэВ (1), T = 250

кэВ (2) и T = 50 кэВ (3). Точечная и штрихпунктирная линии соответствуют вероятностям

расщепления фотона по каналам γ1 → γ1γ2 и γ1 → γ2γ2, соответственно, при T = 50 кэВ

(см. раздел 3.4.1 главы 3). Здесь θ = π/2, W0 = (α/π)3m ≃ 3.25 · 102 см−1.
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Рис. 2.7. То же, что на рис. 2.6, для канала γ1e→ γ2e.
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Рис. 2.8. То же, что на рис. 2.6, для канала γ2e → γ1e. Штриховая линия (4) соответствует

коэффициенту поглощения фотона без учета изменения дисперсионных свойств и перенор-

мировки волновой функции фотона при T = 1 МэВ. Короткие штрихи соответствуют веро-

ятности расщепления фотона по каналу γ2 → γ1γ1 при T = 1 МэВ (см. раздел 3.4.2 главы 3).
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Рис. 2.9. То же, что на рис. 2.8, для канала γ2e→ γ2e.
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Рис. 2.10. Зависимость коэффициентов поглощения W1→1 (верхний рисунок) иW2→2 (нижний

рисунок) от угла между импульсом фотона и направлением магнитного поля при различных

значениях энергии начального фотона (B/Be = 200, T = 1МэВ). Числа на кривых соответ-

ствуют отношению ω/2m.
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Рис. 2.11. То же, что на рис. 2.10, для коэффициентов поглощения W1→2 (верхний рисунок)

и W2→1 (нижний рисунок).
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и магнитного поля. Это можно непосредственно видеть из сравнения сплошной

линии 1, соответствующей рассеянию при T = 1 МэВ, B = 200Be, и пунктир-

ной линии 4, представляющей коэффициент поглощения без учета дисперсии

и перенормировки волновых функций фотонов. В области ω > 2m фотон мо-

ды 2 становится нестабильным и может распадаться на электрон-позитронную

пару, γ2 → e+e−, с вероятностью много большей, чем для комптоновского рас-

сеяния [168].

Кроме того, из рис. 2.6 – 2.7 видно, что соответствующие коэффициенты

поглощения для каналов γ1e± → γ1e
± и γ1e± → γ2e

± достаточно быстро растут

в области малых энергий и слабо зависят от ω при ω & 2m. Такое поведение

коэффициента поглощения говорит о том, что фотоны моды 1 будут эффектив-

но диффундировать в области излучения, тогда как фотоны моды 2 окажутся

захваченными в этой области (см. рис. 2.8 и 2.9).

Интересно также рассмотреть угловые распределения коэффициентов по-

глощения фотона, (см. рис. 2.10 и 2.11). Видно, что в горячей плазме угловая

зависимость коэффициентов поглощения W1→1 и W1→2 близка к изотропному

распределению. Это согласуется с пределом низких температур, где угловое

распределение строго изотропно (см. (2.46) и (2.47)). Наооборот, коэффициен-

ты поглощения W2→1 и W2→2 существенно зависят от угла. Эти коэффициенты

будут минимальны при θ = 0 и имеют максимум, когда фотон моды 2 распро-

страняется поперек направления магнитного поля.

2.4.2. Холодная, почти вырожденная плазма

В другом случае почти вырожденной, холодной плазмы (T ≪ µ − m),

в рамках условия (2.24), коэффициент поглощения в пределе низких энергий

начального фотона (ω ≪ 2m) можно представить в следующем виде:
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W1→1 ≃
α2

4π

Be

B

ω3

m2v2F

{
(1− vFnz)

2

t2∫

t1

dt tF
(ω
T
, t
)
+ (nz → −nz)

}
, (2.51)

W2→1 ≃
α2

4π

Be

B

q2
⊥

q2
‖

ω3

m2v2F
Z2Θ(ω − ωp)

{
(vF − nz)

2

t2∫

t1

dt tF
(ω
T
, t
)
+

+(nz → −nz)
}
, (2.52)

W1→2 ≃
α2

4π

Be

B

ω3

m2

{
Θ
( µ
m

(1− nzvF )ω − ωp

) t∗2∫

t∗1

dt tF
(ω
T
, t
)
× (2.53)

×
(
1 +

m2

p2F
t− nz

vF

)2(
1− κ

(2)(q′)

q′ 2
‖

) ∣∣∣
q′ 2‖ =ω2[(1−t)2−(nz−t/vF )2], k′z=ω(nz−t/vF )

+

+(nz → −nz)
}
,

W2→2 ≃
α2

2π

B

Be

(
m

µ

)6 q2
‖

ω v4F
Z2

{
Θ
(
µ
m (1− nzvF )ω − ωp

)

(1− nzvF )4

t∗2∫

t∗1

dt tF
(ω
T
, t
)
×

×
[
v2F (1− t)2 − (nzvF − t)2

] [
(
1− q2

⊥

4m2

Be

B
− q′ 2

‖
− κ

(2)(q′)

4m2

Be

B

)2

+ (2.54)

+
µ2ω2

2m4

(
Be

B

)2
q2

⊥

q′ 2
‖

(
1− κ

(2)(q′)

q′ 2
‖

)
(1− nzvF )

2

(1− n2z)
4

(
1− n2z − t

(
1− nz

vF

)
−

− µ2

m2
(1− nzvF )

2

)2]∣∣∣
q′ 2‖ =ω2[(1−t)2−(nz−t/vF )2], k′z=ω(nz−t/vF )

+ (nz → −nz)
}
,

где

F(x, t) = [1− exp (−xt)]−1 [1− exp (−x(1− t))]−1 ,

t2,1 = ± vF
1± vF

(1± nz),

t∗2,1 = − vF
1− v2F

(
vF − nz ∓

√
(1− vFnz)2 −

ω2
p

ω2
(1− v2F )

)
,
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nz = v−1
φ =

√
q2

⊥

ω
ctg θ .

Здесь учтено следующее приближение:

1. под интегралом в формуле (2.39) статистические факторы начального и

конечного электронов в случае почти вырожденной плазмы, T ≪ µ−m,

представляют собой функции, близкие к ступенчатым;

2. статистические факторы начального и конечного электронов перекрыва-

ются при условии, когда разность энергий конечного и начального элек-

тронов положительна, т.е. Q0 = E ′ − E > 0;

3. из закона сохранения энергии следует, что величина Q0 оказывается по-

рядка температуры. Действительно, для процесса eγ → eγ, Q0 = E ′−E .

ω, где ω – энергия начального фотона, масштаб которой имеет порядок

температуры T ;

4. при сделанных предположениях область перекрытия статистических фак-

торов оказывается очень узкой, порядка Q0 ≪ µ−m, а их площадь пере-

крытия s легко вычисляется и равна:

s =

∞∫

m

dE

exp
(
E−µ
T

)
+ 1

1

exp
(
−E′−µ

T

)
+ 1

≃ Q0

1− exp (−Q0/T )

в пренебрежении экспоненциальными поправками порядка

T exp [−(µ−m)/T ].

Результаты численного интегрирования коэффициента поглощения (2.39)

для различных энергий фотона в области ω . 2µ представлены на рис. 2.12 –

2.15. Анализ показывает, что приближенные выражения (2.51) – (2.54) с точно-

стью 5 % согласуются с полученными численно кривыми для кинематически

разрешенных каналов γ1e → γ1e, γ1e → γ2e, γ2e → γ1e и γ2e → γ2e в области
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Рис. 2.12. Зависимость коэффициента поглощения W1→1 для канала γ1e → γ1e от энергии

начального фотона в сильном магнитном поле B/Be = 200 и T = 50 кэВ при µ = 2 МэВ –

сплошная линия, µ = 1 МэВ – штриховая линия, µ = 750 кэВ – пунктирная линия. Здесь

θ = π/2.
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Рис. 2.13. То же, что на рис. 2.12, для канала γ1e → γ2e. Штрихпунктирная линия соответ-

ствует коэффициенту поглощения без учета дисперсии и перенормировки волновой функции

фотона при µ = 2 МэВ.
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Рис. 2.14. То же, что на рис. 2.13, для канала γ2e→ γ1e.
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Рис. 2.15. То же, что на рис. 2.13, для канала γ2e→ γ2e.
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энергий начального фотона ω . 8m при µ = 4m, ω . 6m при µ = 2m и только

с 30 % - ной точностью для ω . 8m при µ = 1.5m для величины магнитного по-

ля B = 200Be и температуры T = 50 кэВ. Это дает возможность использовать

приближенные коэффициенты поглощения (2.51) – (2.54) при решении задачи

переноса излучения.

Точно так же, как и в случае зарядово симметричной плазмы, мы можем

видеть важность влияния дисперсии фотонов и больших радиационных попра-

вок на процесс комптоновского рассеяния в рассматриваемых условиях. Этот

факт непосредственно иллюстрируется на рис. 2.15 путем сравнения сплошной

и штриховой линий, которые соответствуют коэффициенту поглощения с уче-

том и без учета дисперсионных свойств фотона и перенормировки его волновой

функции. Как мы можем видеть из рис. 2.12 – 2.15, коэффициенты поглощения

имеют существенно различные зависимости от энергии и химического потенци-

ала для фотонов первой и второй мод. С одной стороны, вероятности изменения

состояния фотона W1→1 и W1→2 сильно зависят от частоты начального фотона,

что дает определенные основания ожидать эффективной диффузии фотонов

моды 1, так же, как и в случае горячей плазмы. С другой стороны, нетрудно

видеть, что в противовес другим каналам, вероятность изменения состояния

фотона W2→2 сильно зависит от химического потенциала. Интересно заметить,

что в области излучения с большим химическим потенциалом вероятности для

каналов γ2e→ γ1e и γ2e→ γ2e оказываются сравнимыми (см. сплошные линии

на рис. 2.14 – 2.15), и можно ожидать эффективного переноса излучения, обу-

словленного фотонами моды 2. Однако в области излучения с малым µ видно,

что большая величина и слабая зависимость от энергии W2→2 может привести

к эффективному захвату фотонов моды 2.

В заключение этой главы отметим, что мы здесь не обсуждаем сравнение

коэффициентов поглощения, соответствующих процессам рассеяния и расщеп-

ления фотона (см. рис. 2.6 – 2.8). Этот вопрос будет рассмотрен далее в главе 3.



70

Глава 3

Расщепление фотона в сильно замагниченной

плазме

3.1. Введение

Процесс расщепления фотона на два фотона представляет собой один из

ярких примеров влияния внешней активной среды на реакции с элементарными

частицами. Несмотря на то, что этот процесс запрещен в вакууме симметрией

относительно операции зарядового сопряжения, известной в КЭД как теорема

Фарри, он оказывается возможным в присутствии внешнего электромагнитного

поля и/или плазмы. При довольно долгой истории исследования [77, 78, 81,

163, 169–174] (для обзора см. также [21, 76, 155, 164]) процесс расщепления

фотона до сих пор представляет огромный интерес в связи с его возможными

астрофизическими приложениями.

Примечательно, что такой экзотический процесс может привести к ряду

наблюдаемых физических проявлений в астрофизических объектах. Например,

потеря энергии фотонами за счет реакции γ → γγ может приводить к смягче-

нию спектров гамма-излучения нейтронных звезд. В частности, предполагается,

что расщепление фотона может объяснить особенности в спектре гамма-излу-

чения некоторых радиопульсаров [175].

Существует еще одно интересное применение рассматриваемого процесса к

радиотихим источникам мягких повторяющихся гамма-всплесков (SGR) и ано-

мальным рентгеновским пульсарам (AXP). Поскольку расщепление фотона не

имеет порога, высокоэнергетические фотоны, распространяющиеся под очень

малыми углами к магнитному полю в магнитосфере нейтронной звезды, могут

расщепляться раньше, чем их энергии и импульсы будут достаточными для

рождения e+e− пар. Таким образом, этот процесс может изменить эффектив-
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ность производства электрон-позитронных пар, необходимых для дальнейшей

генерации радиоизлучения [176–179].

Обсуждаемый процесс также играет важную роль в модели вспышек

SGR [12, 13]. Согласно этой модели, в магнитосфере магнитара вблизи его по-

верхности формируется относительно долго живущая область, занятая захва-

ченной магнитным полем горячей e+e− плазмой и находящимися в термоди-

намическом равновесии с ней фотонами (так называемый "trapped fireball").

Следует отметить, что в данной астрофизической модели процесс расщепления

фотона рассматривался только в присутствии сильного магнитного поля, тогда

как влияние горячей электрон-позитронной плазмы не учитывалось. С другой

стороны, плазма может существенно изменить вероятнось расщепления фото-

нов.

Существует два направления учета влияния замагниченной плазмы на про-

цесс расщепления фотона. С одной стороны, она модифицирует дисперсионные

свойства фотонов. С другой стороны, замагниченная плазма модифицирует

амплитуду процесса. Первый эффект был изучен ранее в работах [163, 180].

В частности, в работе [163] было показано, что в случае холодной слабо за-

магниченной плазмы кинематика процесса и правила отбора по поляризациям

остаются такими же, как и в чистом магнитном поле, если концентрация элек-

тронов относительно невысока (ne . 1019см−3). В работе [180] было получено

выражение для вероятности расщепления фотона в замагниченной плазме с ис-

пользованием лагранжиана Гейзенберга-Эйлера для построения эффективного

шестифотонного взаимодействия с учетом дисперсии фотона в плазме, хотя ам-

плитуда процесса была получена в пределе слабого магнитного поля без плаз-

мы. В этой работе также было показано, что в таком приближении влияние

плазмы оказывается пренебрежимо малым, за исключением достаточной узкой

области изменения параметров плазмы и магнитного поля.

Влияние слабого магнитного поля и среды произвольной температуры

на модификацию амплитуды расщепления фотона было рассмотрено в рабо-
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тах [181, 182] также на основе лагранжиана Гейзенберга-Эйлера, с учетом одно-

и двухпетлевых температурных поправок соответственно. Было показано, что

в пределе низких температур реакция γ → γγ может конкурировать с другими

астрофизическими процессами, например, с комптоновским рассеянием.

Несколько иная ситуация рассмотрена в работе [183]. Используя разложе-

ние пропагатора электрона по величине магнитного поля, авторы вычислили

амплитуду расщепления и коэффициент поглощения фотона в пределе больших

энергий фотонов. Основной вывод этой работы – влияние плазмы оказывается

в этом случае пренебрежимо малым. Однако оценки коэффициентов поглоще-

ния для процесса расщепления фотона, полученные в работе [183], являются не

совсем верными, поскольку представленные выражения справедливы только в

пределе низких энергий фотонов. Кроме того, в работах [181–183] не была учте-

на дисперсия фотона в замагниченной плазме. Вместе с тем, ситуация может

существенным образом измениться в пределе сильного поля, который ранее не

рассматривался. Следует отметить также, что в указанных работах совместный

анализ влияния замагниченной плазмы как на дисперсионные свойства фото-

нов, так и на изменение амплитуды расщепления фотона не проводился.

В отличие от чистого магнитного поля, в присутствии плазмы фотон мо-

жет также непосредственно рассеиваться на электронах и позитронах (компто-

новское рассеяние). Более того, в плазме необходимо также учитывать обрат-

ный процесс слияния двух фотонов, γγ → γ. Процесс комтоновского рассеяния

был подробно рассмотрен в главе 2. Процесс слияния фотонов изучался в [12]

как один из доминирущих процессов, изменяющих число фотонов для случая

низких энергий и магнитного поля без плазмы.

Таким образом, можно сделать вывод, что самосогласованного исследова-

ния расщепления/слияния фотонов с учетом модификации как дисперсионных

свойств фотонов, так и амплитуды процесса в замагниченной среде не прово-

дились. Кроме того, случай относительно сильного магнитного поля, B & Be,

и горячей e+e− - плазмы, важный для астрофизических приложений, не был
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исследован для процесса расщепления фотона.

В настоящей главе мы попытаемся заполнить этот пробел. Процессы рас-

щепления/слияния фотонов, γ ↔ γγ, рассматриваются в случае сильно за-

магниченной e+e− плазмы, когда магнитное поле напряженности B является

максимальным физическим параметром, а именно
√
β ≫ T, µ, ω. Здесь T –

температура плазмы, µ – химический потенциал, ω – энергия начального фо-

тона. При таких условиях можно считать, что электроны и позитроны плазмы

занимают основной уровень Ландау. Более аккуратное соотношение для маг-

нитного поля и параметров плазмы в этом случае можно получить из условия,

что плотность энергии магнитного поля будет много больше, чем плотность

энергии плазмы [184]. Например, в случае ультрарелятивистской плазмы это

условие приводит к следующему соотношению

B2

8π
≫ π2(ne− − ne+)

2

β
+
βT 2

12
, (3.1)

где ne−, ne+ – концентрации электронов и позитронов.

В разделе 3.2 вычисляется амплитуда расщепления фотона в сильном маг-

нитном поле и плазме в общем случае ненулевого химического потенциала и

температуры.

В разделе 3.3 анализируется кинематика процесса γ → γγ и рассматрива-

ются изменения правил отбора по поляризациям фотонов.

Численный анализ вероятностей изменения состояния фотона за счет про-

цессов расщепления и слияния проведен в разделе 3.4.

Обсуждение возможных астрофизических приложений дано в разделе 3.5.

Глава основана на результатах работ [155, 158, 164].
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Рис. 3.1. Диаграммы Фейнмана для процесса расщепления фотона в магнитном поле.

3.2. Амплитуда процесса расщепления фотона

Амплитуда рассматриваемого процесса может быть представлена в виде

суммы двух членов

M = MB +Mpl, (3.2)

где MB – амплитуда в замагниченном вакууме (µ = T = 0). Она описывается

двумя диаграммами Фейнмана, рис. 3.1, и может быть получена из работ [22,

81, 82].

Второй член в (3.2) описывает вклад плазмы и может трактоваться как

когерентное рассеяние фотона на реальных электронах и позитронах без из-

менения их состояния с испусканием двух фотонов (так называемое рассеяние

«вперед»). Эти вклады изображаются диаграммами Фейнмана на рис. 3.2, где

внутренние двойные линии соответствуют электронному пропагатору в магнит-

ном поле.

После довольно продолжительных, но относительно несложных вычисле-

ний, детали которых можно найти в приложении Г, получим следующее выра-

жение для амплитуды:

M = εµ(q)ε
∗
ν(q

′′)ε∗ρ(q
′) Πµνρ, (3.3)
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Рис. 3.2. Диаграммы Фейнмана для процесса рассеяния фотона на электронах замагничен-

ной плазмы с излучением двух фотонов. Рассеянию на позитронах будут соответствовать

диаграммы с заменой p→ −p. Крестики на концах электронных линий означают, что такие

частицы принадлежат среде.

где

Πµνρ = β
e3

4π2
(ϕ̃q)µ(ϕ̃q

′′)ν(ϕ̃q′)ρ
(q′ϕ̃q′′)

[
J (−)
2 (q‖, q

′
‖
) − J (−)

2 (−q′
‖
,−q‖) −

− J (−)
2 (−q′′

‖
, q′

‖
) − (q′ ↔ q′′)

]
− ie3

2π2
{(q′ϕq′′) [πµνρ + υµνρ] +

+ (q′G(q′′))ν ϕρµ +
1

2
((q′′ − q′)G(q))µ ϕνρ + (q′′G(q′))ρ ϕνµ −

− Gνρ(q
′′) (q′ϕ)µ + Gµν(q

′′) (qϕ)ρ + Gµρ(q
′) (qϕ)ν − Gνρ(q

′) (q′′ϕ)µ −

− Gµν(q) (q
′′ϕ)ρ − Gµρ(q) (q

′ϕ)ν − i(ϕ̃q)µ(ϕ̃q
′′)ν(ϕ̃q′)ρ

4(q′ϕ̃q′′)
×

× [q′2
⊥
+ q′′2

⊥
+ (q′q′′)⊥][J (−)

2 (q‖, q
′
‖
) − J (−)

2 (−q′
‖
,−q‖)−

− J (−)
2 (−q′′

‖
, q′

‖
) − (q′ ↔ q′′)]}. (3.4)

Здесь

Gµν(q) =

(
Λ̃µν −

q‖µ q‖ν

q2
‖

)
G(q‖), (3.5)

G(q‖) =

[
H

(
q2

‖

4m2

)
+ J1(q‖)

]
, (3.6)
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J1(q‖) = 2q2
‖
m2

∫
dpz
E

f−(E) + f+(E)

q4
‖
− 4(pq)2

‖

, (3.7)

J (±)
2 (q‖, q

′
‖
) = 2m2

∫
dpz
E

f−(E)± f+(E)

[q2
‖
+ 2(pq)‖][q′2‖ + 2(pq′)‖]

,

(3.8)

где функция H(z) определяется согласно формуле (2.7) главы 2.

Выражение для πµνρ может быть представлено в следующей форме:

πµνρ =
1

q2
‖
q′2

‖
q′′2

‖

[
(q′ϕ̃q′′)

{
(ϕ̃q)µ(ϕ̃q

′′)ν(ϕ̃q
′)ρπ⊥ + (ϕ̃q)µ(Λ̃q

′′)ν(Λ̃q
′)ρH

−(Λ̃q)µ(ϕ̃q
′′)ν(Λ̃q

′)ρH
′′ − (Λ̃q)µ(Λ̃q

′′)ν(ϕ̃q
′)ρH

′}

+(q′q′′)‖(Λ̃q)µ(ϕ̃q
′′)ν(ϕ̃q

′)ρ(H
′ −H ′′)

+(qq′′)‖(ϕ̃q)µ(ϕ̃q
′′)ν(Λ̃q

′)ρ(H −H ′′)

+(qq′)‖(ϕ̃q)µ(Λ̃q
′′)ν(ϕ̃q

′)ρ(H
′ −H)

]
, (3.9)

π⊥ = H +H ′ +H ′′

+ 2
q2

‖
q′2

‖
q′′2

‖
− 2m2[q2

‖
(q′q′′)‖H − q′2

‖
(qq′′)‖H ′ − q′′2

‖
(qq′)‖H ′′]

q2
‖
q′2

‖
q′′2

‖
− 4m2[q′2

‖
q′′2

‖
− (q′q′′)2

‖
]

, (3.10)

где H ≡ H(4m2/q2
‖
), H ′ ≡ H(4m2/q′2

‖
), H ′′ ≡ H(4m2/q′′2

‖
).

Выражение для υ может быть представлено в виде:

υµνρ = πµνρ
[
π⊥ → υ⊥, H → J1(q‖), H

′ → J1(q
′
‖
), H ′′ → J1(q

′′
‖
)
]
,

υ⊥ =
1

(q′ϕ̃q′′)2

{
(qq′)‖(qq

′′)‖J1(q‖)− (qq′)‖(q
′q′′)‖J1(q

′
‖
)−

− (qq′′)‖(q
′q′′)‖J1(q

′′
‖
) +

q2
‖
q′2

‖
q′′2

‖

4

[
J (+)
2 (q‖, q

′
‖
) +

+ J (+)
2 (−q′

‖
,−q‖) + J (+)

2 (−q′′
‖
, q′

‖
) + (q′ ↔ q′′)

]}
. (3.11)

Полученное выражение для амплитуды явно калибровочно-инвариантно,

так как

qµΠµνρ = q′′νΠµνρ = q′ρΠµνρ = 0, (3.12)
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и обладает в кинематической области q2
‖
6 4m2 свойством

M(q, q′, q′′) = [M(−q,−q′,−q′′)]∗ . (3.13)

Как было показано в работе [164], выражение для амплитуды (3.2) полу-

чено в системе покоя плазмы. Однако оно может быть обобщено также и на

случай, когда плазма движется, как целое, вдоль магнитного поля. Для этого

достаточно в функциях распределения электронов и позитронов, входящих в

интегралы (3.7) и (3.8), сделать следующую замену: f±(E) → f±(p) (см. раз-

дел 2.2 главы 2), где uµ - вектор 4-скорости среды (u2 = 1) [26, 185]. Напомним,

что отсутствие в такой системе электрического поля может быть записано в

релятивистски-ковариантном виде: (uΛ)µ = 0 [59]. Заметим также, что в отли-

чие от случая электрон-позитронной плазмы без магнитного поля, где введение

вектора 4-скорости среды необходимо для ковариантной записи двух- или трех-

фотонной вершин [26, 185], в присутствии магнитного поля, как это видно из

полученного нами результата, возможно представление трехфотонной вершины

в ковариантной форме без использования вектора uµ. Это связано с тем, что

из тензора поля и 4-вектора импульса можно построить ортогональный базис

вида (2.1), в котором любой тензор можно представить в ковариантной форме.

Амплитуду процесса, записанную в виде (3.2), можно использовать для

получения амплитуды процесса распада аксиона в два фотона, (a → γγ) и

амплитуды перехода двух фотонов в нейтрино-антинейтринную пару (γγ →
νν̄), с помощью замены

Ma→γγ = M
(
εµ → qµ

igae
2me

,Πµνρ → ϕ̃µσΠσνρ

)
(3.14)

и

Mγγ→νν = M
(
εµ → jµ

GF√
2e
,Πµνρ → CVΠµνρ − CAϕ̃µσΠσνρ

)
(3.15)

соответственно.
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Напомним (см. раздел 1.2 главы 1), что CV , CA – векторная и аксиаль-

ная константы эффективного ννee - лагранжиана стандартной модели, CV =

±1/2 + 2 sin2 θW , CA = ±1/2, θW – угол Вайнберга, верхний знак относится к

электронному нейтрино, нижний знак соответствует мюонному и тау-нейтрино;

jµ – фурье-образ нейтринного тока, gae – безразмерная константа аксион-элек-

тронного взаимодействия.

Здесь интересно отметить следующее обстоятельство. Известно, что в силь-

ном магнитном поле амплитуды процессов γγ → νν̄ и a → γγ не зависят от

величины поля [186, 187]. Присутствие же зарядово-несимметричной (µ 6= 0)

плазмы, как это видно из (3.2) и (3.4), приводит к линейному росту ампли-

туд указанных процессов с ростом напряженности магнитного поля. Этот факт

может оказаться важным при рассмотрении различных приложений этих про-

цессов в астрофизике.

3.3. Кинематика и правила отбора

Как было отмечено во Введении к данной главе и показано в разделе 2.2

главы 2, замагниченная плазма влияет не только на амплитуду процесса рас-

щепления, но также и на дисперсионные свойства фотонов и, следовательно,

может изменить кинематику реакции.

В этом разделе исследуется кинематика процессов γ → γγ и γγ → γ в

сильно замагниченной плазме. В замагниченном вакууме удобно представить

закон дисперсии фотона моды λ в виде q2
‖
= f (λ)(q2

⊥
) [59]. Из закона сохране-

ния энергии следует, что реакция расщепления фотона будет кинематически

открыта только при выполнении условия:

√
q2

‖
>
√
q′2

‖
+
√
q′′2

‖
. (3.16)

Используя закон дисперсии, можно записать
√
f (λ)(q2

⊥
) >

√
f (λ′)(q′2

⊥
) +

√
f (λ′′)(q′′2

⊥
). (3.17)
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Анализ решений уравнения дисперсии показывает, что в области ниже порога

рождения пары (q2
‖
= 4m2) функция f (λ)(q2

⊥
) является монотонной и однознач-

ной, и неравенства

f (λ)(q2
⊥
) 6 q2

⊥
, f (2)(q2

⊥
) < f (1)(q2

⊥
) (3.18)

справедливы на всем интервале 0 6 q2
⊥
< ∞. Из этих условий и неравенства

(3.16) немедленно следует, что только каналы расщепления γ1 → γ2γ2, γ1 →
γ1γ2 кинематически открыты ниже порога рождения пар [81, 163, 188, 189].

Это совпадает с правилами отбора, полученными Адлером в слабом магнитном

поле [163].

Ранее считалось, что расщеплением фотона можно пренебречь в области

q2
‖
> 4m2 по сравнению с процессом рождения пар γ → e+e−. Это справедливо

в случае не очень сильных полей, B . Be, когда резонансы поляризационно-

го оператора, соответствующие порогам рождения электронов и позитронов на

различных уровнях Ландау, близки друг к другу. В сильном магнитном по-

ле щель между двумя первыми резонансами становится шире. В этом случае

фотон моды 2 может распадаться на e+e− пару только вблизи первого резо-

нанса q2
‖
= 4m2, тогда как для фотона моды 1 низший порог рождения пар

определяется условием q2
‖
= m2(1 +

√
1 + 2B/Be)

2 ≃ 2β. Следовательно, в ки-

нематической области 4m2 < q2
‖
< 2β, в рамках КЭД, расщепление фотона

будет единственным механизмом поглощения для фотона моды 1. Совершенно

очевидно, что фотон моды 1 в этой области может расщепляться по каналам

γ1 → γ2γ2, γ1 → γ1γ2, если фотоны моды 2 в конечном состоянии рождаются с q2
‖

ниже 4m2 [81]. Строго говоря, фотон моды 2 может также расщепляться вблизи

порога рождения пар. Однако, как это было упомянуто выше, соответствующая

вероятность расщепления пренебрежимо мала по сравнению с шириной процес-

са γ2 → e+e−.

Присутствие плазмы может изменить правила отбора, описанные выше.

Как было показано в разделе 2.2 главы 2, только собственное значение κ
(2)(q)
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модифицируется в сильно замагниченной зарядово симметричной плазме. Это

означает, что закон дисперсии фотона моды 1 в такой плазме остается таким же,

как и в замагниченном вакууме, где q2 ≃ 0, и 4-импульс такого фотона оста-

ется при этом пространственно подобным. С другой стороны, дисперсионные

свойства фотона моды 2 существенно отличаются от замагниченного вакуума.

В этом случае закон дисперсии в виде соотношения между q2
‖

и q2
⊥

будет зави-

сеть еще и от угла между направлениями магнитного поля и импульса фотона,

q2
‖
= f (2)(q2

⊥
, θ).

Как нетрудно видеть из рис. 2.1 и 2.2 главы 2, в противоположность чи-

стому магнитному полю, в плазме существует область с q2 > 0 ниже порога

рождения пар с неравенствами, противоположными соотношениям (3.18). Этот

факт связан с появлением плазменной частоты в присутствии реальных элек-

тронов и позитронов среды. Напомним, что плазменная частота может быть

определена из уравнения

ω2
p − κ

(2)(ωp,k → 0) = 0. (3.19)

Эти факты приводят к новым правилам отбора по поляризациям: в обла-

сти q2 > 0 становится возможным новый канал расщепления γ2 → γ1γ1, запре-

щенный при отсутствии плазмы, тогда как каналы расщепления γ1 → γ2γ2 и

γ1 → γ1γ2, разрешенные в чистом магнитном поле, оказываются кинематиче-

ски закрытыми. В области q2 < 0 правила отбора по поляризациям остаются

такими же, как в замагниченном вакууме. Строго говоря, зависимость закона

дисперсии от угла между направлением магнитного поля и импульсом фотона

может приводить к дополнительным разрешенным каналам расщепления, на-

пример γ2 → γ2γ2 или γ2 → γ1γ2. Однако численный анализ показывает, что

эти переходы запрещены в рассматриваемых условиях.

Отметим здесь еще одно важное обстоятельство: как следует из формулы

(2.15) главы 2, собственное значение поляризационного оператора κ
(2)(q) имеет
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сингулярность вблизи порога рождения пар:

κ
(2)(q) ≃ − 2αβ m√

4m2 − q2
‖

th
ω

4T
. (3.20)

Этот факт приводит к необходимости учета перенормировки волновой функции

фотона моды 2:

ε(2)α (q) → ε(2)α (q)
√
Z2, Z−1

2 = 1− ∂κ(2)(q)

∂ω2
. (3.21)

Парциальные амплитуды для каналов γ1 → γ1γ2, γ1 → γ2γ2 и γ2 → γ1γ1

могут быть получены из (3.3) подстановкой соответствующих векторов поляри-

заций

Mλ→λ′λ′′ = ε(λ)µ (q)ε(λ
′)∗

ρ (q′)ε(λ
′′)∗

ν (q′′) Πµνρ. (3.22)

При этом:

M1→12 = −i4π
(α
π

)
3/2 (q′ϕq′′)(q′ϕ̃q′′)

[q′2
⊥
q′′2

‖
q2

⊥
]1/2

G(q′′
‖
), (3.23)

M1→22 = −i4π
(α
π

)
3/2 (q′q′′)‖

[q′2
‖
q′′2

‖
q2

⊥
]1/2

(3.24)

×
{
(qq′′)⊥G(q′‖) + (qq′)⊥G(q′′‖ )

}
,

M2→11 = M1→12(q ↔ q′′), (3.25)

где G(q‖) дается формулой (3.6).

3.4. Вероятность расщепления фотона

Для анализа эффективности рассматриваемого процесса и сравнения его с

другими конкурирующими реакциями представляет интерес вычислить вероят-

ность поглощения фотона за счет процесса расщепления, которая может быть

определена следующим образом:
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Wλ→λ′λ′′ =
gλ′λ′′

32π2ωλ

∫
|Mλ→λ′λ′′ |2 ZλZλ′Zλ′′(1 + fω′)(1 + fω′′)×

×δ(ωλ(k)− ωλ′(k− k
′′

)− ωλ′′(k
′′

))
d3k

′′

ωλ′ωλ′′

, (3.26)

где fω = [eω/T − 1]−1 – функция распределения фотонов, фактор gλ′λ′′ = 1 −
(1/2) δλ′λ′′ введен для учета возможной тождественности фотонов в конечном

состоянии.

Рассмотрим сначала случай зарядово симметричной плазмы, когда хими-

ческий потенциал µ = 0. Как отмечалось в разделе 3, в этом случае в процессе

расщепления участвуют фотоны только двух поляризаций, определямых век-

торами (2.20).

3.4.1. Каналы γ1 → γ1γ2 и γ1 → γ2γ2

В общем случае вероятности (3.26) могут быть получены только численно.

Однако в некоторых предельных случаях возможно найти относительно про-

стые выражения для вероятностей расщепления фотона по каналам γ1 → γ1γ2

и γ1 → γ2γ2. Как показывает анализ, в случае низких температур (T ≪ m)

и энергий (ω ≪ m) модификация амплитуд (3.23) – (3.25) за счет влияния

плазмы будет мала по сравнению с соответствующими вкладами от чистого

магнитного поля. При этом влияние плазмы на процесс расщепления фотона

будет проявляться посредством модификации закона дисперсии фотона моды 2

в законе сохранения энергии. В рассматриваемом пределе удобно пользоваться

следующим приближенным законом дисперсии для фотонов этой моды:

q2
‖
≃ ω2

p sin
2 θ + (1− ξ)q2

⊥
, ω2

p =
4απ

m
ne. (3.27)

Здесь ne – концентрация электронов и позитронов в сильно замагниченной,

зарядово симметричной низкотемпературной плазме, которая определяется со-

гласно (2.45), θ – угол между импульсом фотона k и направлением магнитного
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Рис. 3.3. Вероятность расщепления фотона в канале γ1 → γ1γ2 от энергии начального фотона

в сильном магнитном поле (B/Be = 100) при температурах 50 кэВ (сплошная линия) и 250

кэВ (показана пунктиром). Штриховой линией показана вероятность в чистом магнитном

поле (T = µ = 0) [81]. W0 = (α/π)3m ≃ 3.25 · 102cm−1, θ = π/2.PSfrag repla
ements
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Рис. 3.4. То же, что и на рис. 3.3, для канала γ1 → γ2γ2.
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Рис. 3.5. Зависимость вероятности расщепления фотона в канале γ1 → γ1γ2 от энергии на-

чального фотона в сильном магнитном поле B/Be = 200 и нейтральной (T = 1МэВ) плаз-

ме. Пунктирная линия соответствует вероятности в сильном магнитном поле (T = 0) [81].

Асимптотика (3.35) показана точками. Здесь θ = π/2.
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Рис. 3.6. То же, что и на рис. 3.5, для канала γ1 → γ2γ2.
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поля B, ξ = α
3π

B
Be

– параметр, характеризующий влияние магнитного поля (для

полей B . 200Be его можно считать малым).

Используя приближенный закон дисперсии (3.27), получим следующие вы-

ражения для вероятностей расщепления фотона в случае низких температур:

W1→12 ≃ α3ξ2m

288π2

(
T

m

)5

F1

(ω
T
, sin θ

)
, (3.28)

W1→22 ≃ α3m

72π2

(
T

m

)5

F2

(ω
T
, sin θ

)
, (3.29)

где F1(y, z) и F2(y, z) обозначают интегралы:

F1(y, z) =
1

y2z

yz∫

δ

dx

x2
[x2 − δ2]4

[1− exp(−x)] ×

× 1

[1− exp(x− y)(1− ξ
2y
(x2 − δ2))]

, (3.30)

F2(y, z) = zΘ(yz − 2δ)

λ(y,z)∫

δ

dx
[x(yz − x)− δ2]2

[1− exp(−x)] ×

× 1

[1− exp(x− y)(1− ξ
2y(x

2 − δ2))]
. (3.31)

Здесь

λ(y, z) =
yz

2
+

√
y2z2

4
− δ2

и δ ≡ (ωp/T )ξ
−1/2; Θ(x) – тэта-функция. Заметим, что в пределе T → 0 мы

сразу получаем выражения для вероятностей расщепления фотона в сильно

замагниченном вакууме:

W1→12 ≃ α3ξ2m

2016π2

( ω
m

)5
sin6 θ, (3.32)

W1→22 ≃ α3m

2160π2

( ω
m

)5
sin6 θ, (3.33)
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Выражение (3.33) может быть легко получено из результатов работ [78, 79]

(см., например, также [12], [175]). Насколько нам известно, выражение для ве-

роятности расщепления фотона для канала γ1 → γ1γ2 в пределе низких энергий

ранее не встречалось в литературе.

Сравнение вероятностей расщепления фотона в сильно замагниченной плаз-

ме (3.28), (3.29) и в чистом магнитном поле (3.32), (3.33) показывает, что элек-

трон-позитронный фон и термальные фотоны противоположным образом влия-

ют на процесс при рассматриваемых параметрах. С одной стороны, присутствие

e+e− плазмы приводит к подавлению амплитуды и фазового пространства реак-

ции. С другой стороны, усиление вероятности расщепления фотона обуславли-

вается стимулирующим эффектом за счет функций распределения фотонов в

конечном состоянии. Из анализа полученных результатов (3.28), (3.29) следует,

что в пределе низких температур и низких энергий фотонов влияние плазмы

также приводит к усилению вероятности расщепления по сравнению со случа-

ем замагниченного вакуума, за счет увеличения числа возможных состояний

конечных фотонов в силу наличия статистических факторов. Этот вывод оста-

ется справедливым и для более широкого масштаба энергий (сплошные линии

на рис. 3.3 и рис. 3.4). Однако численный анализ показывает, что в области

ω sin θ 6 2m вероятность уменьшается с ростом температуры и становится да-

же меньше, чем в чистом магнитном поле (см. кривые, обозначенные точками

на рис. 3.3 и рис. 3.4).

Полученные результаты показывают, что вероятность W1→12 значитель-

но подавлена по сравнению с W1→22. Основной аргумент, объясняющий этот

факт, точно такой же, как в магнитном поле без плазмы и состоит в следу-

ющем: в области энергий ω sin θ 6 2m рассматриваемые каналы закрываются

коллинеарностью кинематики. Сторого говоря, эта кинематика зависит от вели-

чины параметра ξ. И в представлении очень сильного магнитного поля, когда

ξ & 1 (B & 103Be), кинематика расщепления фотона будет значительно от-

клоняться от коллинеарной даже при ω ≪ m. В этом случае легко показать,
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Рис. 3.7. Зависимость вероятности расщепления для канала γ1 → γ1γ2 от угла между импуль-

сом начального фотона и направлением магнитного поля при различных энергиях начально-

го фотона (B/Be = 200, T = 1МэВ). Числа на кривых соответствуют величине отношения
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Рис. 3.8. То же, что и на рис. 3.7, для канала γ1 → γ2γ2.
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что, в отличие от канала γ1 → γ2γ2, амплитуда M112 (3.23) содержит член

(q′ϕq′′) ∼ (q′ϕ̃q′′) ∼ ∆φ, где ∆φ – угловое расстояние между двумя фотонами

в конечном состоянии. При низких энергиях фотонов ∆φ ∼
√
ξ sin θ, и коэф-

фициент поглощения W1→12 подавлен фактором ξ2 sin2 θ ≪ 1 по сравнению с

W1→22.

Ситуация меняется драматически в случае, когда энергия начального фо-

тона становится больше, чем 2m/ sin θ. Для понимания этого факта рассмотрим

предел m2 ≪ ω2 sin2 θ 6 β. Анализ показывает, что в этом случае основной

вклад в вероятности процессов происходит от кинематической области в непо-

средственной близости от порога рождения e+e− пары фотоном моды 2, по-

сколько амплитуды (3.23) и (3.24) имеют корневую особенность в этой области.

Как следствие, соответствующие коэффициенты поглощения могут содержать

полюсную сингулярность. Однако учет перенормировки волновых функций фо-

тонов исправляет эту ситуацию. Действительно, в пределе q2
‖
→ 4m2 можно

показать, что произведение сингулярной функции G(q‖) в амплитудах (3.23),

(3.24) на квадратный корень перенормировочного коэффициента Z2 является

регулярной функцией:

G(q‖)
√
Z2 ≃

√
2πm√
q2

⊥

th
ω

4T
.

Заметим, что в этой области закон дисперсии фотона моды 2 значительно упро-

щается и может быть найден исходя из соотношения:
√

1− q2
‖

4m2
≃ α

β

q2
⊥

th
ω

4T
(3.34)

С учетом этих фактов, получим следующие приближенные выражения для

коэффициентов поглощения фотона:

W1→12 ≃ α3T 2

4ω sin2 θ
× (3.35)

×
[
(1 − cos θ)2F3

(
ω(1 + cos θ)

2T

)
+ (cos θ → − cos θ)

]
,
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W1→22 ≃ α3m2

4ω

1

1 − exp
[
−ω

T (1 − cos θ)
] × (3.36)

× 1

1 − exp
[
−ω

T (1 + cos θ)
] ×

×
{
th2
[ ω
8T

(1 − cos θ)
]
+ (cos θ → − cos θ)

}
,

где

F3(z) =

z∫

0

x th2(x/4) dx

[1 − exp (−x)] [1 − exp (x − ω/T )]
. (3.37)

Отметим, что в пределе T → 0 эти формулы переходят в соответствующие

выражения для вероятностей расщепления фотона в сильном магнитном поле

в отсутствие плазмы:

W1→12 ≃ α3ω sin2 θ

16
, (3.38)

W1→22 ≃ α3m2

2ω
, (3.39)

которые можно получить из результатов работ [81, 82]. Из выражений (3.38)

и (3.39) следует, что при больших энергиях фотонов коэффициент поглощения

для канала γ1 → γ1γ2 доминирует надW1→22. Анализ приближений (3.35), (3.36)

и непосредственный численный расчет (см. рис. 3.5 и 3.6) показывают, что со-

отношения между вероятностями рассматриваемых каналов остаются такими

же в присутствии плазмы. Кроме того, нетрудно видеть, что темп расщепле-

ния фотона в плазме уменьшается по сравнению с результатом для чистого

магнитного поля для больших энергий расщепляющегося фотона.

В дополнение к энергетической зависимости вероятности расщепления фо-

тона интересно также рассмотреть зависимость вероятности от угла между им-

пульсом начального фотона и направлением магнитного поля. Учет угловой

зависимости может быть важен, например, в задаче переноса излучения в силь-

но замагниченной плазме (см. раздел 3.5). Соответствующие результаты для
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Рис. 3.9. Вероятность расщепления фотона по каналу γ2 → γ1γ1 в сильном магнитном поле

(B/Be = 200) при температуре 1 МэВ (сплошная линия) и 500 кэВ (штриховая линия). Здесь

θ = π/2.

различных энергий начального фотона представлены на рис. 3.7 и 3.8. Интерес-

но заметить, что вероятность канала γ1 → γ1γ2 имеет максимум при θ = π/2,

тогда как W1→22 может иметь максимум при θ < π/2 для рассматриваемой

области энергий начального фотона.

3.4.2. Канал γ2 → γ1γ1

Как было показано в разделе 3.3, в присутствии сильно замагниченной

плазмы кинематически открывается «новый» канал расщепления γ2 → γ1γ1,

запрещенный в чистом магнитном поле. Согласно (3.25) и (3.26), коэффициент

поглощения фотона по каналу γ2 → γ1γ1 может быть представлен в виде

W2→11 =
α3

8π2
Z2 G2(q‖)

q2
⊥

ω
F4

(√
q2

‖

q2
⊥

)
Θ(q2) , (3.40)
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Рис. 3.10. Зависимость вероятности расщепления фотона по каналу γ2 → γ1γ1 от угла между

импульсом начального фотона и направлением магнитного поля при различных энергиях

начального фотона (B/Be = 200, T = 1 МэВ). Числа на кривых соответствуют отношению

ω/2m.

где

F4(z) =
4z3

π

1+z∫

1−z

dx

y0∫

0

dy
y2
√
y20 − y2

(x2 + z2y2)[(2− x)2 + z2y2]
×

×
{
(1 + fω+

)(1 + fω−ω+
) + (ω+ → ω−)

}
, (3.41)

ω± =
1

2z2

[
ω(z2 − 1 + x)± qzz

2
√
y20 − y2

]
,

y0 =

√
z2 − 1

z2

√
z2 − (1− x)2 , z =

√
q2

‖

q2
⊥

.

Если можно пренебречь влиянием стимулирущего излучения конечных фо-

тонов (fω′ = fω′′ = 0), выражение для функции F4(z) сильно упрощается:

F4(z) = 2 ln z − 1 + z−2 . (3.42)

На рис. 3.9 коэффициент поглощения фотона для канала γ2 → γ1γ1 как

функция энергии начального фотона представлен для случая, когда фотон рас-

пространяется поперек направления магнитного поля при температурах 1 МэВ

и 500 кэВ. Видно, что, в противоположность каналам γ1 → γ1γ2 и γ1 → γ2γ2,
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Рис. 3.11. Вероятность расщепления фотона по каналу γ2 → γ1γ1 в сильном магнитном поле

(B/Be = 200) и холодной (T = 50 кэВ) плазме при химическом потенциале 1 МэВ (сплошная

линия) и 0.75 МэВ (штриховая линия). Здесь θ = π/2.

вероятность «нового» канала расщепления γ2 → γ1γ1 быстро падает с пониже-

нием температуры. Это обусловлено уменьшением кинематически разрешенной

области (q2 > 0) для рассматриваемого канала, что приводит к уменьшению фа-

зового объема реакции с уменьшением температуры.

Зависимость вероятности канала расщепления γ2 → γ1γ1 от угла между

импульсом начального фотона и направлением магнитного поля при темпера-

туре 1 МэВ представлена на рис. 3.10. Заметим, что в области π/4 . θ 6 π/2

W2→11 очень слабо зависит от угла.

3.4.3. Зарядово несимметричная плотная плазма

Исследование процесса расщепления фотона не будет считаться полным

без рассмотрения другой предельной ситуации – зарядово несимметричной плаз-

мы. В общем случае такая задача будет очень громоздкой из-за наличия трех

поляризационных состояний фотона. Однако в пределе холодной плазмы,

T ≪ µ − m, в расщеплении будут участвовать в основном фотоны с энерги-

ями ω ∼ T . В таких условиях основным будет «новый» канал расщепления,

γ2 → γ1γ1.
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Рис. 3.12. Зависимость вероятности расщепления фотона по каналу γ2 → γ1γ1 от угла между

импульсом начального фотона и направлением магнитного поля при различных энергиях

начального фотона (B/Be = 200, T = 50 кэВ, µ = 0.75 МэВ). Числа на кривых соответ-

ствуют отношению ω/2m.

Нетрудно видеть, что вероятность расщепления фотона по этому каналу

будет определяться теми же формулами (3.40) и (3.41), что и для зарядово сим-

метричной плазмы, но уже с учетом дисперсии и перенормировки волновых

функций фотонов, определяемых из (2.7) и (2.25). На рис. 3.11 вероятность

поглощения фотона для канала γ2 → γ1γ1, как функция энергии начально-

го фотона представлена для случая, когда фотон распространяется поперек

направления магнитного поля при двух значениях химического потенциала 1

МэВ и 0.75 МэВ. Как видно из рис. 3.11, вероятность «нового» канала расщеп-

ления γ2 → γ1γ1 быстро падает с понижением химического потенциала. Это

обусловлено уменьшением кинематически разрешенной области (q2 > 0) для

рассматриваемого канала, что приводит к уменьшению фазового объема реак-

ции с уменьшением µ.

Зависимость вероятности поглощения фотона по каналу расщепления γ2 →
γ1γ1 от угла между импульсом начального фотона и направлением магнитного

поля при химическом потенциале 0.75 МэВ представлена на рис. 3.12.

Интересно отметить, что качественное поведение вероятности в случае хо-
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лодной, почти вырожденной плазмы оказывается аналогичным случаю горячей

зарядово симметричной плазмы, рассмотренному в разделе 3.4.2. Этот факт,

скорее всего, обусловлен тем, что в области q2 > 0 законы дисперсии фотона в

случае T ≪ µ−m и µ = 0 качественно совпадают, тогда как количественный

результат определяется в основном величиной фазового объема реакции.

3.4.4. Слияние фотонов

Вследствие конечной плотности фотонов в электрон-позитронной плазме,

например, в задаче переноса излучения [12] необходимо также учитывать об-

ратный процесс слияния фотонов γγ → γ. При этом мы можем определить

коэффициент поглощения для рассматриваемой реакции аналогично соответ-

ствующему коэффициенту для расщепления фотона:

Wλλ′→λ′′ =
1

32π2ωλ

∫
|Mλλ′→λ′′ |2 ZλZλ′Zλ′′fω′(1 + fω′′)×

×δ(ωλ(k) + ωλ′(k+ k
′′

)− ωλ′′(k
′′

))
d3k

′′

ωλ′ωλ′′

, (3.43)

где амплитуды Mλλ′→λ′′ могут быть получены из (3.23) – (3.25) с использо-

ванием кроссинг симметрии. Был проведен численный анализ коэффициентов

поглощения в реакции слияния фотонов для кинематически допустимых кана-

лов для случая, когда начальный фотон распространяется поперек направления

магнитного поля. Результаты представлены на рис. 3.13 и 3.14. Как можно ви-

деть из этих рисунков, вклад канала γ1γ2 → γ1 в коэффициент поглощения

пренебрежимо мал в случае низких температур, однако он будет доминировать

в более горячей плазме (см. рис. 3.14). С другой стороны, канал γ2γ2 → γ1,

определяющий лидирующий вклад в коэффициент поглощения при температу-

ре T = 50 кэВ, кинематически подавлен при более высоких температурах. При

этом в горячей плазме, в области ω . 2m подавляются также каналы расщепле-

ния фотона. Интересно отметить, что коэффициент поглощения канала W21→1

имеет резонансное усиление в непосредственной близости от порога рождения
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Рис. 3.13. Зависимость коэффициента поглощения фотона в сильном магнитном поле

(B/Be = 200) при значениях температуры 50 кэВ (верхний рисунок) и 250 кэВ (нижний

рисунок) для каналов γ2 → γ1γ1 (точки), γ1 → γ2γ2 (пунктирная линия), γ1 → γ1γ2 (штрих-

пунктирная линия), γ1γ2 → γ1 (a), γ2γ2 → γ1 (b), γ2γ1 → γ1 (c) от энергии начального фотона.

Здесь θ = π/2.
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Рис. 3.14. Зависимость коэффициента поглощения фотона в сильном магнитном поле

(B/Be = 200) при значениях температуры 250 кэВ (верхний рисунок) и 1 МэВ (нижний

рисунок) для каналов γ2 → γ1γ1 (точки), γ1γ2 → γ1 (a), γ2γ2 → γ1 (b), γ1γ1 → γ2 (c),

γ2γ1 → γ1 (d) от энергии начального фотона. Здесь θ = π/2.
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Рис. 3.15. Зависимость полной вероятности поглощения фотона W1→1 + W1→2 от энергии

начального фотона в сильном магнитном поле B/Be = 200 при T = 1 МэВ (a) и T = 50

кэВ (b). Штрихпунктирная линия соответствует полной вероятности расщепления фотона

W1→12 +W1→22 при T = 50 кэВ. Здесь θ = π/2.

пары, ω ≃ 2m.

Мы видим теперь, что в присутствии горячей плазмы только процесс сли-

яния фотонов может быть достаточно эффективным механизмом уменьшения

числа частиц, тогда как при относительно низких температурах (T ≃ 50 кэВ)

как процесс расщепления, так и реакция слияния будут играть главную роль в

изменении числа фотонов.

3.5. Обсуждение

В моделях источников мягких повторяющихся гамма-всплесков зависи-

мость коэффициента поглощения фотона от энергии и температуры играет

очень важную роль. Он оказывает влияние на форму результирующего спек-

тра и определяет профиль температуры в области излучения в течение вспышек

SGR [12, 13, 90].

Предыдущие исследования проблемы переноса излучения в сильно замаг-

ниченной плазме показали, что, наряду с процессом комптоновского рассеяния,
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реакция расщепления фотона γ → γγ может играть важную роль, как меха-

низм изменения числа фотонов [12, 13]. В разделе 3.4.2 было показано, что при

температуре T ∼ m в кинематической области ω 6 2m основным каналом

расщепления будет процесс γ2 → γ1γ1, запрещенный в чистом магнитном по-

ле. Однако сравнение рис. 3.9 и рис. 2.9 главы 2 показывает, что вероятность

этого процесса будет много меньше, чем скорость комптоновского рассеяния

W2→1 +W2→2. Тем не менее, реакция расщепления может оставаться достаточ-

но эффективным механизмом рождения фотонов при рассматриваемой темпе-

ратуре.

Полная вероятность расщепления по каналам γ1 → γ1γ2 и γ1 → γ2γ2

растет с уменьшением температуры и становится сравнимой и даже начинает

превосходить суммарный коэффициент поглощения в комптоновском процессе

W1→1 +W1→2. Как видно из рис. 3.15 (см. также рис. 2.7 главы 2), процесс рас-

щепления фотона (штрихпунктирная линия) сильно доминирует над реакцией

комптоновского рассеяния при T = 50 кэВ.

Ранее считалось, что влияние сильно замагниченной холодной плазмы на

расщепление фотона несущественно, и в большинстве расчетов можно исполь-

зовать вакуумное приближение [153, 181]. Наш анализ показывает, что в при-

сутствии горячей плазмы процесс расщепления фотона может быть не только

интенсивным источником фотонов, но также эффективным механизмом их по-

глощения.

Проиллюстрируем этот факт в рамках магнитарной модели вспышечной

активности SGR. Известно, что перенос излучения в плазме, удерживаемой маг-

нитным полем, может быть описан как диффузия фотонов моды 1, тогда как

фотоны моды 2 оказываются заперты в плазме [12, 13, 90]. Последнее обстоя-

тельство непосредственно связано со слабой зависимостью коэффициента погло-

щения моды 2 от энергии фотона (см. рис. 3.15). В рассматриваемых условиях

и в приближении плоско-параллельной геометрии, когда градиент температу-

ры и магнитное поле направлены вдоль оси z, мы можем приближенно описать
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Рис. 3.16. Коэффициент диффузии D1 = ω2W0D1/(2m)2, где D1 определяется из (3.45), как

функция отношения ω/2m при T = 1 МэВ и B = 200Be. Сплошная и штриховая линии

соответствуют коэффициенту диффузии с учетом и без учета дисперсии и перенормировки

волновой функции фотона. Короткими штрихами обозначено приближение (3.47).
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Рис. 3.17. Отношение R = ℓ1/ℓ
H

1 как функция энергии фотона при B = 200Be.
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перенос излучения следующим уравнением диффузии (см., например, [190]):

∂nωλ
∂t

− ∂

∂z

(
Dλ

∂nωλ
∂z

)
= Qω

λ , (3.44)

где nωλ – концентрация фотонов для мод λ = 1, 2, Qω
λ – мощность источника

фотонов поляризации λ,

Dλ(ω, z) =

∫
dΩ

4π
ℓλ(θ, ω, z) cos

2 θ (3.45)

– коэффициент диффузии, причем D1 ≫ D2,

ℓλ =




2∑

λ′=1

Wλ→λ′ +
2∑

λ′,λ′′=1

(Wλ→λ′λ′′ +Wλλ′→λ′′)



−1

(3.46)

– длина свободного пробега фотона моды λ.

Заметим, что в магнитарной модели вспышки SGR [12, 13] для анализа

переноса излучения использовалось приближенное сечение комптоновского рас-

сеяния (2.46) и (2.47). В этом случае длина свободного пробега фотона моды 1

может быть записана следующим образом

ℓH1 = 3D1 ≃
1

neσT

(m
ω

)2( B
Be

)2

. (3.47)

На рис. 3.16 продемонстрирована важность учета дисперсии и перенор-

мировки волновых функций фотонов в задаче переноса излучения. Исходя из

результатов, представленных в главе 2 (рис. 2.6 – 2.9), в горячей плазме T ∼ m

комптоновское рассеяние дает основной вклад в длину свободного пробега фо-

тона и, как следствие, в коэффициент диффузии. Как можно видеть, дисперсия

и перенормировка волновой функции фотона становится важной при энергии

начального фотона ω & m (ср. сплошную и штриховую линии на рис. 3.15).

Стоит также заметить, что приближение (3.47) вообще не применимо к горя-

чей плазме (штриховая линия).
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Для демонстрации того, что расщепление фотона можно рассматривать

не только как источник фотонов, но также как эффективный механизм по-

глощения, мы представили отношение длины свободного пробега фотона моды

1 (3.46) и приближения (3.47), R = ℓ1/ℓ
H
1 , при T = 50 кэВ и θ = π/2 (рис. 3.17).

Нетрудно видеть, что учет вклада расщепления фотона приводит к существен-

ному увеличению длины свободного пробега фотона моды 1 по сравнению с

общепринятым приближением (3.47) в широком диапазоне энергий фотона.

Решение уравнения диффузии (3.44) представляет собой отдельную зада-

чу и выходит за рамки настоящей диссертации. Однако мы можем отметить,

что детальный анализ переноса излучения требует аккуратного решения урав-

нения Больцмана для функции распределения фотонов и уравнения переноса

излучения в широком диапазоне температур (10 кэВ . T . 1 Мэв).
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Глава 4

Фотон-нейтринные процессы в плотной

замагниченной среде

4.1. Введение

В данной главе рассматривается еще одно проявление влияния внешней

активной среды (сильного магнитного поля и очень плотной плазмы) приме-

нительно к процессам, где в конечном состоянии присутствует нейтрино - ан-

тинейтринная пара. С одной стороны, такие условия могут реализовываться

внутри изолированных нейтронных звезд – магнитаров на различных стадиях

их эволюции. С другой стороны, все известные теоретические модели внутрен-

него строения нейтронных звезд дают такие значения параметров среды, при

которых замагниченная плазма является прозрачной для нейтрино. В частно-

сти, это утверждение заведомо справедливо в области внешней коры протоней-

тронной звезды (т.е. звезды, возраст которой не превышает 102 лет с момента

коллапса ядра сверхновой) при умеренно больших значениях плотности и тем-

пературы (T . 2 МэВ, ρ . 1011 г/см3 [17, 191, 192]). Следовательно, опреде-

ляющую роль в нейтринном охлаждении таких объектов будут играть именно

процессы, в которых нейтрино-антинейтринная пара находится в конечном со-

стоянии. Наибольший интерес среди таких реакций представляют аннигиляция

электрон-позитронных пар, e+e− → νν̄, фотонейтринный процесс, γe → eνν̄,

конверсия фотона в пару нейтрино-антинейтрино, γ → νν̄, а также процесс

двухфотонной аннигиляции, γγ → νν̄. Древесный процесс с участием e+e− па-

ры при различных физических условиях достаточно подробно рассматривался

в литературе [17, 193–195]. Другой древесный процесс, γe → eνν̄, детально

исследовался в плазме без магнитного поля в работе [196]. В недавних рабо-

тах [151, 197, 198] этот же процесс рассматривался в присутствии сильно замаг-
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ниченной плазмы. Были получены выражения для нейтринной излучательной

способности (neutrino emissivity), т.е. энергии, уносимой нейтрино из единицы

объема звезды за единицу времени как в случае нерелятивистской, так и в

случае релятивистской плазмы. Однако в этих работах, в выражениях для ней-

тринной светимости за счет комптоноподобного процесса, γe→ eνν̄, в области

нерелятивистской и релятивистской плазмы содержится ряд неточностей.

Двухвершинный петлевой процесс γ → νν̄ ранее рассматривался в двух

предельных случаях сильного магнитного поля без плазмы [22] и в слабо замаг-

ниченной плазме (так называемый распад плазмона) [131]. Однако детальный

анализ и фотонейтринного процесса и процесса конверсии фотона в сильно за-

магниченной плазме не проводился. Еще один механизм нейтринного охлажде-

ния, который может представлять интерес – трехвершинный петлевой процесс

γγ → νν̄. Как было отмечено в разделе 3.2 главы 3, в случае зарядово несиммет-

ричной плазмы (µ 6= 0) амплитуда этого процесса будет пропорциональна ве-

личине магнитного поля, которое является дополнительным катализирующим

фактором.

В настоящей главе рассматриваются процессы нейтринного охлаждения

γe → eνν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄ в приложении к физике магнитаров в присут-

ствии сильно замагниченной плазмы с учетом возможного изменения дисперси-

онных свойств фотонов и перенормировки волновых функций фотонов, когда

величина
√
β считается много больше, чем характерные параметры среды: тем-

пература (T ), химический потенциал (µ) и энергии фотонов и электронов. Как

было показано ранее, в этом случае электроны и позитроны плазмы находятся

на основном уровне Ландау. Как уже неоднократно отмечалось ранее, такие

условия могут, в частности, реализовываться в модели вспышки SGR [12, 199]

или во внешней части коры нейтронной звезды с сильным магнитным полем.

В последнем случае концентрация электронов связана с плотностью вещества
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ρ следующим образом

ne− ≃ m3

2π2
ρ6 Z

A
, ρ6 =

ρ

106г/см3 , (4.1)

так что при Z = 26, A = 56, полях B & 5× 1015 Гс и температурах

T < m условие (3.1) выполняется вплоть до значений плотности вещества ∼
1010 г/см3.

План главы следующий. В разделе 4.2 приводятся инвариантные амплиту-

ды реакций γe → eνν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄. В разделе 4.3 вычисляются вклады

рассматриваемых процессов в нейтринную светимость. В частности, рассматри-

вается методический прием вычисления светимости фотонейтринного процесса,

γe→ eνν̄, через ширину поглощения фотона. На основе изложенной методики

показано, что в случае релятивистской плазмы нейтринная светимость за счет

процесса γe→ eνν̄ существенно модифицируется по сравнению с имеющимися

в литературе результатами. В разделе 4.4, исходя из возможной модификации

кривой охлаждения нейтронной звезды за счет изменения нейтринной свети-

мости в сильном магнитном поле, делается предположение об ограничении на

величину индукции магнитного поля во внешней коре магнитара. Материал

главы основан на работах [151, 161, 200, 201].

4.2. Вычисление амплитуд

При вычислении амплитуд процессов γe → eνν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄ мы

будем рассматривать случай относительно малых передач импульса по сравне-

нию с массой W - бозона, |q2| ≪ m2
W . Тогда слабое взаимодействие нейтрино с

электронами можно описывать в локальном пределе эффективным лагранжиа-

ном (1.4) из главы 1. С учетом взаимодействия электронов с фотонами полный

лагранжиан примет вид:

L =
GF√
2

[
ψ̄(X)γα(CV + CAγ5)ψ(X)

]
Jα + e(ψ̄(X)Â(X)ψ(X)) . (4.2)
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В пределе сильно замагниченной плазмы, когда все электроны (реальные

и виртуальные) занимают основной уровень Ландау, из формул (1.32), (1.47)

– (1.50) и (1.53), (1.63) – (1.65) главы 1, а также дисперсионных свойств фото-

нов, рассмотренных в разделе 2.2 следует, что основной вклад в нейтринную

светимость будут давать фотоны только одной поляризации с λ = 2, см. (2.20).

Отметим, что при вычислении светимости, обусловленной фотонейтрин-

ным процессом, оказывается возможным применить полезный методический

прием факторизации амплитуды фоторождения нейтрино, Mγe→eνν̄, с выделе-

нием амплитуды комптоновского рассеяния фотона моды 2, полученной в раз-

деле 2.3, следующим образом:

Mγe→eνν̄ =
GF

e
√
2q ′2

‖

[CV (q ′ϕ̃j)− CA (q ′ϕ̃ϕ̃j)]M2→2 , (4.3)

где (см. формулу (2.38) главы 2)

M2→2 = 16παm

√
q2

‖
q′2

‖

√
(−Q2

‖
)κ

(qΛ̃q′)2 − κ2(qϕ̃q′)2
. (4.4)

Здесь q ′α – 4 - импульс νν̄ пары.

Амплитуда процесса конверсии фотона в пару нейтрино-антинейтрино,

γ → νν̄, может быть получена из амплитуды процесса ν → νγ [202] и пред-

ставлена в виде

Mγ→νν̄ =
GF√
2e

[CV (q′ϕ̃j)− CA (q′ϕ̃ϕ̃j)]
κ

(2)(q′)√
q ′2

‖

. (4.5)

Наконец, амплитуда процесса с двумя фотонами, γγ → νν̄, в случае за-

рядово несимметричной сильно замагниченной плазмы может быть записана

следующим образом (см. формулу (3.15) главы 3):

Mγγ→νν̄ =
GF

√
2π

e
β
(α
π

)3/2
[CV (q′ϕ̃j)− CA (q′ϕ̃ϕ̃j)]× (4.6)

× Π(0)(q′, q, q′′) ,
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где

Π(0)(q, q′, q′′) =

√
q′2

‖
q′′2

‖

(q′ϕ̃q′′)

[
J (−)
2 (q‖, q

′
‖
) − J (−)

2 (−q′
‖
,−q‖) −

− J (−)
2 (−q′′

‖
, q′

‖
) − (q′ ↔ q′′)

]
, (4.7)

Отметим, что в отличие от относительно горячей плазмы (T & µ), в пределе

T ≪ µ−m амплитуда (4.6) уже не будет подавляться фактором µ/T , поскольку

входящий в (4.7) интеграл

J (−)
2 (q‖, q

′
‖
) = 2m2

+∞∫

−∞

dpz
E

f−(E)

[q2
‖
+ 2(pq)‖][q′2‖ + 2(pq′)‖]

(4.8)

зависит только от функции распределения электронов.

4.3. Нейтринная светимость

Нашей основной целью является получение выражений для энергии, уноси-

мой нейтрино из единицы объема коры нейтронной звезды за единицу времени,

за счет процессов γe → eνν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄. В свою очередь излучатель-

ная способность нейтрино, в предположении, что мы пренебрегаем обратным

влиянием потерь энергии и импульса на состояние плазмы, может быть опре-

делена как нулевая компонента 4-вектора энергии-импульса, передаваемого в

этом процессе от нейтрино единице объема внешней среды за единицу времени,

и представлена в следующем виде [17, 203]:

Q =
1

V

∫∏
i

dΓifi
∏

f

dΓf(1± ff) q
′
0

|Sif |2
τ

, (4.9)

где dΓi (dΓf) – число состояний начальных (конечных) частиц; fi (ff) – соот-

ветствующие функции распределения, знак + (−) отвечает конечным бозонам

(фермионам); q ′0 – энергия нейтринной пары; V = LxLyLz – объем плазмы, τ –

время взаимодействия.
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Соответствующие S-матричные элементы процессов γe → eνν̄, γ → νν̄ и

γγ → νν̄ можно представить в виде:

Sγe→eνν̄ =
i(2π)3δ30,y,z(p1 + q − p2 − q ′)

√
2ωV 2E1LyLz2E2LyLz2E ′V 2E ′′V

Mγe→eνν̄ , (4.10)

Sγ→νν̄ =
i(2π)4δ4(q − q ′)√
2ωV 2E ′V 2E ′′V

Mγ→νν̄ , (4.11)

Sγγ→νν̄ =
i(2π)4δ4(q + q ′′ − q ′)√
2ωV 2ω′′V 2E ′V 2E ′′V

Mγγ→νν̄ , (4.12)

где амплитуды Mγe→eνν̄, Mγ→νν̄ и Mγγ→νν̄ определяются согласно (4.3) – (4.6).

Здесь p ′µ = (E ′,p ′) и p ′′µ = (E ′′,p ′′) – 4-импульсы нейтрино и антинейтрино,

pµ1 = (E1,p1) – 4-импульс начального электрона, pµ2 = (E2,p2) – 4-импульс ко-

нечного электрона, E1,2 =
√
p21,2z +m2, qµ = (ω,k) и q′′µ = (ω′′,k′′) – 4-импуль-

сы начальных фотонов, q ′µ = (p ′+p ′′)µ – суммарный 4-импульс нейтрино-анти-

нейтринной пары.

С учетом (4.10) – (4.12) распишем нейтринную излучательную способность

(4.9) для каждого процесса в отдельности:

Qγe→eνν̄ =
(2π)3

Lx

∫
|Mγe→eνν̄|2 Z2 δ

3
0,y,z(q + p1 − p2 − q′)×

× q′0
d3q

(2π)32ω
fω

dp1ydp1z
(2π)22E1

dp2ydp2z
(2π)22E2

× (4.13)

× f−(E1)[1− f−(E2)]
d3p′

(2π)32E ′
d3p′′

(2π)32E ′′ ,

Qγ→νν̄ = (2π)4
∫
|Mγ→νν̄|2 Z2 δ

4(q − q′)× (4.14)

× q′0
d3q

(2π)32ω
fω

d3p′

(2π)32E ′
d3p′′

(2π)32E ′′ ,
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Qγγ→νν̄ =
(2π)4

2

∫
|Mγγ→νν̄|2 Z2Z

′′
2 δ

4(q + q′′ − q′)×

× q′0
d3q

(2π)32ω
fω

d3q′′

(2π)32ω′′fω′′ × (4.15)

× d3p′

(2π)32E ′
d3p′′

(2π)32E ′′ .

Отметим, что при интегрировании по импульсам фотонов в (4.13) – (4.15)

важно учитывать нетривиальный закон дисперсии фотона в сильном магнит-

ном поле, который определяется поляризационным оператором фотона. Кроме

того, в общем случае необходимо также учитывать большие радиационные по-

правки, которые сводятся к перенормировке волновой функции фотона, Z2, Z
′′
2 ,

что сильно затрудняет вычисление светимостей.

Однако, если ограничиться рассмотрением случая холодной (T ≪ µ−m)

плазмы, выражения для светимостей (4.13) – (4.15) можно сильно упростить.

Из результатов раздела 2.2 следует, что при T ≪ µ−m интегралы по импульсам

фотонов будут, в основном, набирать свою величину в области вблизи плазмен-

ной частоты, ω2
p = (2αβ/π)vF . Тогда в этой области закон дисперсии для фотона

второй моды будет определяться соотношениями (2.29) – (2.31). Кроме того, ес-

ли это не вызывает затруднений, будем считать, что Z2 ≃ Z ′′
2 ≃ 1. Учитывая

вышесказанное, рассмотрим нейтринные светимости для каждого процесса в

отдельности.

4.3.1. Процесс γe→ eνν̄

Следует отметить, что вклад плазмы в амплитуду процесса γe → eνν̄

оказывается более высокого порядка малости по константе электромагнитного

взаимодействия α. Действительно, учет плазменного вклада в амплитуду при-

водит к дополнительным диаграммам рассеяния вперед на частицах среды, и,

следовательно, к дополнительной паре вершин порядка не ниже α. Кроме то-

го, предполагая дальнейшее интегрирование по импульсу (энергии) начального

электрона, произведение статистических факторов можно с хорошей точностью



109

аппроксимировать δ - функцией, как это показано в 2.4.2 и работах [197, 204]:

1

exp
(
E1−µ
T

)
+ 1

1

exp
(
−E2−µ

T

)
+ 1

≃ Q0

1− exp (−Q0/T )
δ(E1 − µ) . (4.16)

Подставляя (4.16) в (4.13), получим

Qγe→eνν̄ =
(2π)3

Lx

∫
|Mγe→eνν̄|2 δ0,2,3(q + p1 − p2 − q′)×

× d3k

(2π)32ω

1

eω/T − 1

dp1ydp1z
(2π)22E1

dp2ydp2z
(2π)22E2

× (4.17)

× Q0q
′
0

1− exp (−Q0/T )
δ(E1 − µ)

d3p′

(2π)32E ′
d3p′′

(2π)32E ′′ .

С учетом факторизации амплитуды (4.3) нейтринную светимость можно

представить в виде

Qγe→eνν̄ =
G2

F

4πα

∫
d3p′

(2π)32E ′
d3p′′

(2π)32E ′′
q ′20
q ′2

‖

× (4.18)

× |CV (q ′ϕ̃j)− CA (q ′ϕ̃ϕ̃j)|2 Γcr(q ′) .

Здесь

Γcr(q ′) =
(2π)3

2q ′0Lx

∫
|M2→2|2 δ0,2,3(q + p1 − p2 − p′ − p′′)× (4.19)

× d3k

(2π)32ω

1

eω/T − 1

dp1ydp1z
(2π)22E1

dp2ydp2z
(2π)22E2

×

× Q0

1− exp (−Q0/T )
δ(E1 − µ)

– полная ширина рождения фотона с 4-импульсом q ′µ в комптоновском процессе

γe→ γe. Она связана с соответствующей шириной комптоновского поглощения

фотона, Γabs, соотношением [205]

Γcr(q) = e−q0/TΓabs(q) . (4.20)

Последняя может быть получена из формулы (2.54) главы 2 и представле-

на в следующем виде

Γabs(q) =
β

8(2π)4q0pF

∫
d3q ′

E2q ′0
|M2→2|2

Q0

1− exp (−Q0/T )
× (4.21)

× δ(q0 + µ− E2 − q ′0)

1− exp (−q ′0/T )
.
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В предельных случаях нерелятивистской и релятивистской плазмы выра-

жение для Γabs упрощается, а именно:

a) в нерелятивистской плазме

Γabs(q) ≃ 4α2βT

3πpFm

q2
‖

q20

(
1 +

ω2
p

2q20

)√

1−
ω2
p

q20

Θ(q0 − ωp)

1− e−q0/T
, µ−m≪ m, (4.22)

где Θ(x) – тэта-функция Хевисайда;

б) в релятивистской плазме

Γabs(q) ≃ α2T 2

2π

B

Be

(
m

µ

)6 q4
‖

q0

{
1

q4+

q2‖−ω2
p

2Tq+∫

−∞

dxx

1− e−x

1

1− ex−q0/T

(
1− 2Tx

q−

)
+

+ (q+ ↔ q−)}, q± = q0 ± qz, µ≫ m. (4.23)

При дальнейшем интегрировании (4.18) по импульсам нейтрино нужно

учесть, что в процессе γe → eνν̄ не сохраняется компонента импульса вдоль

оси x. Поэтому, для упрощения дальнейших вычислений, удобно ввести в (4.18)

еще один интеграл по 4-импульсу нейтринной пары q ′µ, содержащий необходи-

мую δ(4) - функцию:

1 =

∫
d4q′ δ(4)(q′ − p′ − p′′) . (4.24)

После этого можно проинтегрировать (4.18) по импульсам нейтрино с уче-

том известного соотношения [141]∫
d3p′

E ′
d3p′′

E ′′ δ
(4)(q′ − p′ − p′′)jαj

∗
β =

16π

3

(
q ′αq

′
β − q ′2gαβ

)
Θ(q ′2) , (4.25)

где jα = ν̄γα(1+γ5)ν – нейтринный ток. Далее, интегрируя (4.18) по поперечным

импульсам поглощающегося фотона, d2q⊥, представим нейтринную светимость

в виде двукратного интеграла

Qγe→eνν̄ =
G2

F

12(2π)5α

[
C2

V + C2
A

] ∞∫

0

dq0q
2
0 e

−q0/T

q0∫

−q0

dqzq
4
‖
Γabs(q‖) , (4.26)
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где константы C2
V = 0.93 и C2

A = 0.75 – результат суммирования по всем кана-

лам рождения нейтрино типов νe, νµ, ντ .

Полученное выражение для светимости фотонейтринного процесса можно

значительно упростить в двух предельных случаях

a) в случае нерелятивистской плазмы, µ ∼ m, при произвольном соотно-

шении между плазменной частотой и температурой имеем:

Qγe→eνν̄ ≃ Qs F
(ωp

T

)
, (4.27)

где

Qs =
8π2αG2

FβT
9

4725mpF

[
C2

V + C2
A

]
≃ 1.3 · 106B2

15ρ
−1
6 T 9

8

эрг
см3 с

(4.28)

– светимость в пределе ωp ≪ T [198]. В (4.28) использованы обозначения B15 =

B/(1015 Гс), ρ6 = ρ/(106 г/см3), T8 = T/(108 К).

Функция F (ωp/T ), зависящая от отношения плазменной частоты к темпе-

ратуре, может быть представлена в виде однократного интеграла 1

F (y) =
15

8π8

∞∫

y

dx x5

ex − 1

(
x2 +

y2

2

) √
1− y2

x2
. (4.29)

В свою очередь интеграл (4.29) может быть приближен следующей аппрокси-

мационной формулой:

F (y) ≃ 45e−y

128π8
(
3y7 + 31y6 + 212y5 + 1108y4 + (4.30)

+4480y3 + 13440y2 + 26880y + 26880
)
.

График функции F (y) представлен на рис. 4.1. Отметим, что численный

анализ интеграла (4.29) в сравнении с аппроксимацией (4.30) дает расхождение

не превышающее 14% для y . 10.

1 В работе [161] ошибочно учтен лишний фактор, связанный с перенормировкой волновой функции

фотона, который, однако, не влияет существенно на полученный результат.
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Рис. 4.1. Фактор F (y), рассчитанный по формуле (4.29). Пунктирная линия отвечает аппрок-

симации (4.30). Точками обозначена асимптотика F (0) = 1.

б) в случае релятивистской плазмы, µ ≫ m, при произвольном соотноше-

нии между плазменной частотой и температурой получим:

Qγe→eνν̄ ≃ QbR
( ωp

2T

)
(4.31)

где

Qb =
G2

Fα(C
2
V + C2

A)

576(2π)11/2
B

Be

(
m

µ

)6

ω15/2
p T 3/2e−ωp/T (4.32)

≃ 1011B
43/4
16 ρ−6

9 T
3/2
9 exp

(
−6B

1/2
16 T

−1
9

) эрг
см3 с

– светимость в пределе ωp ≫ T [197].

Здесь B16 = B/(1016 Гс), ρ9 = ρ/(109 г/см3), T9 = T/(109 К).

Фактор R(z) представим в виде двукратного интеграла

R(z) =
3z3/2

5
√
π

e2z
∞∫

0

dvv6e−zv

1∫

0

dtt4[1− (v − vt)−2]

1− e−z[v(1−t)+(v−vt)−1]
× (4.33)

× vt− (v − vt)−1

1− e−z[vt−(v−vt)−1]
[vt− 5(v − vt)−1] ,
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Рис. 4.2. Фактор R(z). Сплошной линией показан результат расчета по формуле (4.33). Штри-

ховая линия обозначает асимптотику R(∞) = 1.

который хорошо описывается следующей аппроксимационной формулой:

R(z) ≃ 1 +
0.7627

z1/2
+

66.875

z3/2
+

271.654

z5/2
+

2509.36

z7/2
+

6754.62

z9/2
+

+
16612.9

z11/2
+

19843.8

z13/2
+

10188.5

z15/2
. (4.34)

График функции R(z) представлен на рис. 4.2. Отметим, что численный

анализ интеграла (4.33) в сравнении с аппроксимацией (4.34) дает расхождение,

не превышающее 0.8%. Следовательно, для приложений можно пользоваться

аппроксимацией (4.34) для произвольной величины ωp/T .

Из рис. 4.2 и аппроксимационной формулы (4.34) видно, что для пара-

метров поля и плазмы, характерных для нейтронных звезд, B ≃ 50Be, T ≃
108 K [17], фактор R(12) ≃ 4 и асимптотика R(∞) ≃ 1 не выполняется. Кро-

ме того, из формулы (4.31) следует, что количественная оценка, приведенная

в работе [151], является сильно завышенной. С другой стороны, аналогичная

оценка, выполненная в [197], является, наоборот, заниженной на несколько по-

рядков.
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4.3.2. Процесс γ → νν̄

Используя выражение для амплитуды (4.5), частично проинтегрируем (4.14),

в результате получим:

Qγ→νν̄ =
G2

F

48π2α

∫
d3q Z2

(2π)3
fω q

4
[
C2

V q
2 + C2

Aq
2
⊥

]
θ(q2) . (4.35)

С учетом закона дисперсии (2.29) проинтегрируем (4.35) в цилиндриче-

ских координатах, в результате получим следующие простые выражения для

предельных случаев релятивистской и нерелятивистской плазмы:

a) нерелятивистская плазма, µ ∼ m

Qγ→νν̄ ≃
G2

Fω
9
p

210π4α

∞∫

1

dx x2

exωp/T − 1

[
C2

V + C2
A(x

2 − 1)
]
; (4.36)

б) релятивистская плазма, µ≫ m

Qγ→νν̄ ≃
G2

Fω
9
p

96π4α

∞∫

1

dx x
√
x2 − 1

exωp/T − 1

[
C2

V +
2

3
C2

A(x
2 − 1)

]
. (4.37)

Здесь переменная x = ω/ωp.

В пределе ωp ≪ T светимость (4.36) можно проинтегрировать до конца. В

результате получим:

Qγ→νν̄ ≃
G2

F

105π4α
ω4
p T

5

[
C2

V ζ(3)
(ωp

T

)2
+ 12C2

A ζ(5)

]
, (4.38)

где ζ(x) – дзета-функция Римана [150].

В противоположном пределе, ωp ≫ T , выражение (4.37) также интегриру-

ется:

Qγ→νν̄ ≃
G2

F

384π7/2α
ω9
p

[
C2

V

(
2T

ωp

)3/2

+ C2
A

(
2T

ωp

)5/2
]
exp

(
−ωp

T

)
. (4.39)
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4.3.3. Процесс γγ → νν̄

Интегрируя (4.15) с использованием амплитуды (4.6), получим:

Qγγ→νν̄ =
G2

Fα
2(β)2

48π3

∫
d3q Z2

(2π)3ω
f(ω)

∫
d3q′′ Z ′′

2

(2π)3ω′′f(ω
′′) ×

× (ω + ω′′) |Π(0)(q + q′′, q, q′′)|2 (q + q′′)2
‖
×

×
[
C2

V (q + q′′)2 + C2
A(q + q′′)2

⊥

]
. (4.40)

В случае вырожденной плазмы интеграл J (−)
2 (формула (4.8)) вычисляет-

ся, и Π(0) может быть представлено в виде

Π(0)(q, q′, q′′) =
4m2

√
q′2

‖
q′′2

‖

q2
‖
q′2

‖
(q − q′)2

‖
+ 4m2(qϕ̃q′)2

[
F

(
q′2

‖

4m2
,
q′z
2m

, vF

)
+

+ F

(
q′′2

‖

4m2
,
q′′z
2m

, vF

)
− F

(
q2

‖

4m2
,
qz
2m

, vF

)]
, (4.41)

где

F (x, z, vF) = ln
x(1− x) + (xvF − z

√
1− v2F )

2

x(1− x) + (xvF + z
√

1− v2F )
2
.

Тем не менее, даже с учетом результата (4.41), выражение для светимо-

сти (4.40) все еще выглядит громоздко и неудобно для дальнейшего анализа.

Его можно значительно упростить в рассмотренных выше пределах нереляти-

вистской и релятивистской плазмы. Из (4.41) получим соответственно

Π(0)(q, q′, q′′) ≃ 2

m
vF

√
q′2

‖
q′′2

‖

qzω
2 − q′zω

′2 − q′′zω
′′2

ω2ω′2ω′′2 , µ ∼ m, (4.42)

Π(0)(q, q′, q′′) ≃ 2

m

(
m

µ

)3 q′zq
′2
‖
+ q′′zq

′′2
‖

− qzq
2
‖
− 4qzq

′
zq

′′
z

q2
‖

√
q′2

‖
q′′2

‖

, µ≫ m. (4.43)

После подстановки (4.42) и (4.43) в (4.40) и несложных вычислений полу-

чим для нейтринной светимости следующие выражения

Qγγ→νν̄ ≃ 1.15× 1015
эрг

см3 с
v2F

(
B

Be

)2 (
T

m

)7

, µ ∼ m, (4.44)
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Qγγ→νν̄ ≃ 3G2
F α

2 (β)2

2π5m2

(
m

µ

)6

ω3
p T

4 × (4.45)

×
[
C2

V + C2
A

(
T

ωp

)]
exp

(
−2ωp

T

)
, µ≫ m .

Анализ полученных результатов показывает, что нейтринная светимость

за счет процесса γγ → νν̄ сильно подавлена по сравнению со светимостью за

счет процессов γe→ eνν̄ и γ → νν̄, как в случае нерелятивистской (подавляю-

щий фактор v2F ), так и в случае релятивистской плазмы (подавляющий фактор

(m/µ)6) в достаточно широком интервале температур (108 . T . 3 × 109 К),

плотностей (106 . ρ . 1010 г/см3) и магнитных полей (B . 1016 Гс.) Таким об-

разом, возможное влияние процесса γγ → νν̄ на скорость остывания магнитара

оказывается несущественным.

4.4. Обсуждение

Обсудим полученные результаты. На рис. 4.3–4.6 представлены вклады в

нейтринную светимость процессов γe→ eνν̄ и γ → νν̄ в зависимости от плотно-

сти вещества во внешней части коры нейтронной звезды для четырех значений

температуры T = 3 × 109, 109, 3 × 108 и 108 K и трех значений индукции маг-

нитного поля B = 1016, 5 × 1015 и 2.2 × 1015 Гс. Кроме того, на рисунках для

сравнения представлены нейтринные светимости за счет процессов аннигиля-

ции e+e− пар (рис. 4.3) и распада плазмона (рис. 4.3–4.6) 2. Из рис. 4.3–4.6

видно, что в области малых плотностей 106 . ρ . 108 г/см3 основной вклад в

нейтринную светимость будет давать фотонейтринный процесс, тогда как при

плотностях 108 . ρ . 1010 г/см3 начинает доминировать процесс конверсии фо-

тона, γ → νν̄. Это обусловлено тем, что в области малых плотностей процесс

конверсии кинематически подавлен малостью плазменной частоты (см. раздел

2 По данным обзора [17].
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Рис. 4.3. Зависимость вкладов различных процессов в нейтринную светимость

(эрг·см−3·сек−1) от плотности вещества (г·см−3) в наружном слое замагниченной ко-

ры нейтронной звезды при T = 3 × 109 К. Сплошная линия – процесс γ → νν̄, штриховая –

фотонейтринный процесс, пунктирная – аннигиляция e+e− пар при B = 0 [17], штрих-пунк-

тирная – процесс распада плазмона [17]. Буквы a,b и c соответствуют различным значениям

индукции магнитного поля: a – 1016 Гс., b – 5× 1015 Гс., c – 2.2× 1015 Гс.

2 и формулы (4.38) и (4.39) ). При плотностях превышающих, 1010 г/см3, хи-

мический потенциал согласно (4.1) будет больше или порядка
√
β, начинают

возбуждаться следующие уровни Ландау и полученные формулы становятся

неприменимыми. Строго говоря, уже при плотностях порядка 109 г/см3 стано-

вятся существенными резонансные эффекты на виртуальных электронах. Такая

ситуация для процесса γe→ eνν̄ подробно рассматривается в следующей главе

(см. раздел 5.3.3).

Если опираться на модель остывания нейтронных звезд, рассмотренную

в обзоре [17], нейтринные процессы в коре нейтронной звезды определяют ее

охлаждение на начальной стадии эволюции (t . 10 лет). А именно, в период
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Рис. 4.4. То же, что и на рис. 4.3, для T = 109 К. Вклад процесса аннигиляции пар в

нейтринную светимость становится пренебрежимо малым.

10−2 . t . 10 лет, когда температура упадет ниже 5 × 109 K, в обычной ней-

тронной звезде с массой ∼ 1.5M⊙ и магнитным полем B . Be доминирующим

процессом будет являться распад плазмона. С другой стороны, как видно из

рис. 4.3 и 4.4, при достаточно сильных полях (B & 5 × 1015 Гс) и температу-

рах ∼ 109 К нейтринная светимость за счет процессов γe± → e±νν̄ и γ → νν̄

значительно превышает светимость за счет тех же процессов, вычисленную без

магнитного поля [17]. Этот факт может изменить поведение кривой охлажде-

ния магнитара в течение первых десяти лет после его образования и, возможно,

звезда в этот период будет остывать значительно быстрее. Если же мы хотим

все время оставаться в рамках стандартного сценария охлаждения, т.е. когда

вклады в нейтринную светимость за счет процессов γe→ eνν̄ и γ → νν̄ давали

бы тот же порядок, что и распад плазмона (другими словами говоря, режим

остывания магнитара в период t & 103 лет был бы таким же, как у обычных
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Рис. 4.5. То же, что и на рис. 4.3, для T = 3× 108 К.

нейтронных звезд), то тогда либо величина индукции магнитного поля во внеш-

ней части коры молодой нейтронной звезды в среднем не должна превышать

B ≃ 5×1015 Гс, либо модель остывания сильно замагниченной нейтронной звез-

ды нуждается в уточнении. Отметим, что при температурах ниже 109 К, как

видно из рис. 4.5 и 4.6 , ожидать изменения сценария охлаждения за счет моди-

фикации замагниченной плазмой фотон-нейтринных процессов не приходится.
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Рис. 4.6. То же, что и на рис. 4.3, для T = 108 К.
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Глава 5

Резонансные процессы в замагниченной среде

5.1. Введение

В этой главе исследуются резонансные процессы в замагниченной среде.

В частности, в рамках квантовой электродинамики рассматриваются два воз-

можных типа резонансов: на виртуальном фотоне и виртуальном заряженном

фермионе, которые могут давать основной вклад в физически наблюдаемые

характеристики, такие как светимость и число рождаемых частиц.

В первой части главы рассматривается влияние замагниченной плазмы на

процесс резонансного фоторождения аксионов на заряженных компонентах сре-

ды, i→ f +a. Такая задача возникла на пике современного интереса к вопросу

о природе темной материи и возможности ее генерации. Так, оказывается воз-

можным резонансное рождение аксионов при прохождении реликтового излу-

чения через магнитосферу магнитара. Такой механизм производства холодной

скрытой массы обсуждался недавно в работе [45].

Во второй части главы рассматривается случай резонанса на заряженном

виртуальном фермионе в процессе вида jf → j ′f ′, рассмотренного в главе 1,

и исследуются два частных случая, когда в качестве начального и конечного

фермионных состояний выступают электроны, под обобщенным током j в на-

чальном состоянии понимается полевой оператор фотона, обобщенный ток j ′ в

конечном состоянии представляет собой полевой оператор фотона или нейтрин-

ного тока.

Во третьей части главы проводится исследование комптоноподобного про-

цесса γe± → e±e+e− и рождения электрон-позитронной пары при взаимодей-

ствии ультрарелятивисткого электрона с мягким рентгеновским фотоном в окрест-

ности полярной шапки магнитара. Оказывается, в таком процессе могут реали-
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зовываться оба типа рассматриваемых резонансов – на виртуальном фотоне и

виртуальном электроне. Этот процесс может рассматриваться как альтернатива

стандартному механизму производства e+e− - плазмы в магнитосфере нейтрон-

ной звезды, имеющему ряд существенных физических недостатков.

Основные результаты данной главы опубликованы в работах [46, 128, 138,

152, 200, 206–211].

5.2. Резонансное рождение аксионов в магнитосфере

магнитара

Как было отмечено во Введении к настоящей диссертации, аксион, предло-

женный Печчеи и Куинн [104] для решения проблемы сохранения CP инвари-

антности сильных взаимодействий, остается в настоящее время не только самым

привлекательным решением проблемы CP, но и наиболее вероятным кандида-

том на роль холодной темной материи Вселенной. Поскольку масштаб наруше-

ния симметрии Печчеи-Куинн, fa, оказывается велик, аксионы очень слабо вза-

имодействуют с веществом (константа взаимодействия f−1
a . 10−8 ГэВ−1 [106]).

В этой связи возникают определенные трудности на пути экспериментального

обнаружения аксиона.

Как уже неоднократно отмечалось ранее, влияние внешней активной сре-

ды на реакции с участием элементарных частиц и, в частности, аксионов, в

зависимости от значений параметров среды (температуры T , химического по-

тенциала µ или индукции магнитного поля B), может как катализировать эти

реакции, так и оказывать дополнительное (к f−1
a ) их подавление.

В таких условиях представляет интерес рассмотреть процесс рождения ак-

сионов в реакции общего вида i→ f+a (диаграмма на рис. 5.1), где в начальном

(i) и конечном (f ) состояниях могут присутствовать заряженные компоненты

среды. На рис. 5.1 зачерненный кружок обозначает эффективную вершину γa

взаимодействия (диаграммы на рис. 5.2). Нетрудно видеть, что из-за наличия
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Рис. 5.1. Диаграммы Фейнмана для процесса общего вида i→ f+a. Двойные линии означают,

что влияние внешнего поля на начальное и конечное состояния учтено точно.

=
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Рис. 5.2. Диаграммы Фейнмана для эффективной вершины γa взаимодействия.

виртуального фотона рассматриваемый процесс может иметь резонансный ха-

рактер. Похожая ситуация для области, близкой к резонансу, была рассмотре-

на в работе [45] на примере комптоновского рассеяния реликтовых фотонов на

электронах и позитронах магнитосферы магнитара. Однако, как будет показано

ниже, результаты, полученные в [45], являются неточными.

В существующих аксионных моделях и в присутствии внешнего магнит-

ного поля процесс i → f + a можно описать эффективным лагранжианом ви-

да [106] (см. также формулы (1.2) и (1.3) главы 1):

Laγ(x) = gaγF̃
µν[∂νAµ(x)]a(x) + (5.1)

+
gaf
2mf

[ψ̄f(x)γ
µγ5ψf(x)]∂µa(x)− ef [ψ̄f(x)γ

µψf(x)]Aµ(x) .

Напомним, что Aµ – четырехмерный потенциал квантованного электромагнит-

ного поля, F̃ µν – дуальный тензор внешнего поля, ψf(x) и a(x) – квантованные

фермионное и аксионное поля, gaγ = αζ/2πfa, ζ – модельно зависимый пара-

метр порядка единицы, gaf = Cfmf/fa – безразмерная Юкавская константа

связи аксионов с фермионами с модельно зависимым фактором Cf , ef – элек-

трический заряд фермиона (для электрона ef = −e).
Исходя из лагранжиана (5.1) амплитуда процесса i → f + a может быть
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представлена в следующем виде

Ma
i→f = −

Mγ
ifMγ→a

q′2 − κ(ε)(q′)
, (5.2)

где Mγ
if – амплитуда процесса i → f + γ с излучением фотона в конечном

состоянии,

Mγ→a = iḡaγ(εF̃ q
′) (5.3)

– амплитуда перехода фотон → аксион, q′µ = (ω′,k′) – четырехмерный импульс

аксиона, κ(ε)(q′) – собственное значение поляризационного оператора фотона,

которому соответствует вектор поляризации εα. Эффективную константу ак-

сион-фотонного взаимодействия, ḡaγ, можно представить в виде трех слагае-

мых: ḡaγ = gaγ +∆gBaγ +∆gplaγ. Первое слагаемое соответствует взаимодействию

аксиона с электромагнитным полем, обусловленному аномалией Адлера (диа-

грамма (a) на рис. 5.2), второе обусловлено взаимодействием аксиона с фотоном

через электронную петлю (диаграмма (b) на рис. 5.2), а третье – рассеянием

вперед на электронах и позитронах плазмы (диаграммы (c) и (d) на рис.2).

Подробный расчет ∆gBaγ и ∆gplaγ был сделан ранее в работах [212] и [213] соответ-

ственно. Здесь мы отметим только, что для корректного вычисления величины

∆gBaγ в ней необходимо произвести вычитание, соответствующее аномалии Ад-

лера [212]. Этот факт, в частности, не был учтен в работе [45], что является

одной из причин ошибочности полученных там результатов.

Далее представим κ
(ε)(q′) в виде κ

(ε) = ℜ − iℑ, где ℜ = Re(κ) реальная,

а ℑ = Im(κ) мнимая части поляризационного оператора. Последняя обуслов-

лена процессами поглощения и излучения фотонов в плазме и, согласно [205],

следующим образом выражается через полную ширину рождения фотона, Γcr:

ℑ = ω′
(
eω

′/T − 1
)
Γcr, Γcr =

∑

i,f

∫
|Mγ

if |2dΦif , (5.4)

где dΦif – элемент фазового объема состояний i и f для процесса i → f + γ

с учетом соответствующих функций распределения, и сумма берется по всем

возможным начальным и конечным состояниям.
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С учетом вышесказанного, аксионная светимость за счет всевозможных

реакций с участием частиц плазмы может быть представлена в виде

Q =
∑

i,f

∫
dΦif dΦ

′ ω′|Mγ
if |2 , (5.5)

где dΦ′ = d3k′

(2π)32ω′ фазовый объем аксиона.

С учетом (5.2) и (5.4) Q примет вид

Q =

∫
dΦ′ |Mγ→a|2
eω′/T − 1

ℑ
(q′2 − ℜ)2 + ℑ2

. (5.6)

Как видно из (5.6), наиболее существенный вклад в аксионную светимость

будет давать область резонанса, т.е. окрестность точки пересечения дисперси-

онных кривых аксиона q′2 = m2
a и фотона, q′2 = ℜ, так что фотон становится

реальным. В окрестности резонанса часть подынтегрального выражения в (5.6)

можно интерполировать δ-функцией:

ℑ
(q′2 −ℜ)2 + ℑ2

≃ π δ(q′2 − ℜ) . (5.7)

Воспользовавшись свойствами δ-функции, перепишем (5.7) в виде

ℑ
(q′2 − ℜ)2 + ℑ2

≃ π

∫
d3k

2ω
Zεδ

4(q − q′) , (5.8)

где Z−1
ε = 1− ∂ℜ

∂ω2 соответствует перенормировке волновой функции фотона.

С учетом (5.8) cветимость (5.6) примет вид

Q ≃ (2π)4
∫

d3k

2ω(2π)3
ω

eω/T − 1
× (5.9)

×
∫

d3k′

2ω′(2π)3
Zε|Mγ→a|2δ4(q − q′) .

Полученное выражение в точности соответствует формуле для аксионной све-

тимости в процессе γ → a. Таким образом, аксионная светимость в области

резонанса за счет всевозможных реакций с участием частиц среды однозначно

выражается через светимость перехода фотон → аксион.
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После интегрирования с δ-функциями светимость приводится к виду

Q =
ḡ2aγ(β)

2

32π2α

1∫

−1

dx

eω/T − 1

Zεk(εϕ̃q)
2

∣∣1− dω2

dk2

∣∣

∣∣∣∣
k=k∗

. (5.10)

Здесь x = cos θ, θ – угол между направлением импульса фотона и магнитным

полем, k∗ = k∗(θ) – корень уравнения ω2(k) = m2
a + k2.

Дальнейшее вычисление светимости будет существенно зависеть от харак-

теристик плазмы, определяющих, в конечном итоге, дисперсионные свойства

фотонов. Здесь мы остановимся на двух частных случаях.

i) Слабо замагниченная плотная плазма, m2
a ≪ β ≪ T 2, µ2. В этом случае

в качестве εα будет выступать вектор поляризации продольного плазмона

εα =

√
q2

(uq)2 − q2

(
uα −

(uq)

q2
qα

)
, (5.11)

где uα – 4-скорость плазмы. Светимость (5.10) примет простой вид

Q =
ḡ2aγ(β)

2

48π2α

(k∗)3

ek∗/T − 1
(5.12)

в полном согласии с результатом работы [214]. Отметим, что в данном пределе

величина k∗ не зависит от θ, а определяется только параметрами плазмы.

ii) Сильно замагниченная нерелятивистская холодная плазма β ≫ m2,

µ2 ≫ T 2. Здесь εα = (qϕ̃)α/
√
q2

‖
, ℜ ≃ (qϕ̃ϕ̃q)

(
ω2
p(1+ξ)

ω2 − ξ
)
, и плазменная часто-

та ωp следующим образом связана с концентрацией электронов: ω2
p = 4παn/m;

ξ = (α/3π)(B/Be). Кроме того, в рассматриваемом пределе ḡaγ ≃ gaγ. Однако,

в отличие от случая слабо замагниченной плазмы, светимость до конца инте-

грируется лишь в некоторых частных случаях:

• масса аксиона – наименьший параметр задачи, т.е. ωp, T ≫ ma (например,

рождение легких, с массой меньшей, чем 10−5 эВ, аксионов в магнитосфе-

ре магнитара). В этом случае k∗ ≃ ωp

√
1 + 1/ξ и светимость (5.10) примет
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вид

Q ≃
g2aγ(β)

2

16π2α
ω3
p

(1 + ξ)3/2

ξ5/2
× (5.13)

×
(
exp

[
ωp

T

√
1 +

1

ξ

]
− 1

)−1

.

• ωp ≫ T ∼ ma. Анализ показывает, что в этом случае интеграл в (5.10)

набирает свою величину в области x ≃ 1, и, следовательно, k∗ ≃ ωp. Тогда

светимость примет вид

Q ≃
g2aγ(β)

2

16π2α
Tm2

a e
−ωp/T . (5.14)

Кроме светимости представляет самостоятельный интерес оценка количе-

ства аксионов, рождаемых в магнитосфере магнитара в единице объема за еди-

ницу времени с помощью рассмотренного выше резонансного механизма, по-

скольку аксион является одним из основных кандидатов в составляющие хо-

лодной темной материи. Аналогично (5.10), (5.13) и (5.14) получаем:

dN

dtdV
=
g2aγ(β)

2

32π2α

1∫

−1

dx

eω/T − 1

kZε(εϕ̃q)
2

ω
∣∣1− dω2

dk2

∣∣

∣∣∣∣
k=k∗

, (5.15)

dN

dtdV
≃

g2aγ(β)
2

16π2α
ω2
p

1 + ξ

ξ2
× (5.16)

×
(
exp

[
ωp

T

√
1 +

1

ξ

]
− 1

)−1

, ωp, T ≫ ma,

dN

dtdV
≃

g2aγ(β)
2

16π2α

Tm2
a

ωp
e−ωp/T , ωp ≫ T ∼ ma. (5.17)

В частности, для числа аксионов, рождаемых реликтовым излучением

(T ∼ ma ∼ 10−3 эВ), при минимальной концентрации плазмы (∼ 1015 см−3), при

которой все еще реализуется резонансный механизм (ωp & ma) и величине маг-

нитного поля B = 100Be, получаем из (5.15) следующую максимальную оценку



128

dN/(dV dt) ∼ 1010 штук в см−3 за секунду. Таким образом, в объеме магнитосфе-

ры магнитара (∼ 1019 см3), заполненной сильным магнитным полем, рождается

за секунду 1029 аксионов. Оценивая в самом оптимистичном варианте число

магнитаров в Галактике ∼ 106, получаем, что за ∼ 109 лет они произведут

∼ 1051 аксионов, и, следовательно, концентрация аксионов в Галактике должна

быть na ∼ 10−21 см−3. Это число можно сравнить, например, с концентраци-

ей барионов nb ∼ 10−7 см−3 ≫ na. Следовательно, утверждение автора [45] о

том, что «окрестности магнитных нейтронных звезд с полями B ≫ Be могут

являться мощными генераторами по преобразованию реликтового излучения в

аксионную составляющую холодной скрытой массы» не является верным.

5.3. Резонанс на виртуальном заряженном фермионе

5.3.1. Факторизация S - матричного элемента

Рассмотрим теперь другой тип резонанса, возникающий в процессе рассе-

яния вида jf → j ′f ′, рассмотренного в главе 1. Как показал анализ амплиту-

ды (1.23) (см. раздел 1.2), при выполнении условия ℓ, ℓ ′ < n существуют реше-

ния уравнения P 2
‖
−M2

n = 0, т.е. виртуальный фермион становится реальным с

определенным законом дисперсии и имеет место резонанс на виртуальном фер-

мионе. При этом, в случае малости ℑs′′

Σ (P ) по сравнению с реальной частью,

везде, кроме точки резонанса, основной вклад в амплитуду (1.23) для узкого

резонансного пика будет давать только первая диаграмма на рис. 1.1.

Покажем, что в приближении узкого резонансного пика квадрат S - мат-

ричного элемента процесса перехода jf → j ′f ′ фермиона факторизуется про-

изведением квадратов S - матричных элементов перехода фермиона из началь-

ного состояния в промежуточное и из промежуточного состояния в конечное

соответственно.

Действительно, квадрат S - матричного элемента, усредненный по поля-

ризационным состояниям начального фермиона и просуммированный по по-
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ляризационным состояниям конечного фермиона, может быть представлен в

следующем виде:

∑

s,s′=±1

|Ss ′s
k ′k|2
τ

=
∑

s,s′=±1

(2π)3δ
(3)
0,y,z(P − p ′ − q ′)

2q0Lx2q
′
0V 2EℓLyLz2E

′
ℓ′LyLz

|Ms ′s
k ′k|2 , (5.18)

где τ – время взаимодействия,

|Ms ′s
k ′k|2 = (5.19)

=
1

2

∑

s′′=±1

∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

∫
dX1dY1

φ̄s
′

j′f ′(Y1)φ
s′′

P,n(Y1)φ̄
s′′

P,n(X1)φ
s
jf(X1)

P 2
‖
−M2

n + iℑs′′
Σ (P )

∣∣∣∣∣

2

– квадраты соответствующих парциальных амплитуд. Здесь введены обозначе-

ния:

φ̄s
′

j′f ′(Y1) ≡ gk′ φ̄
s′

p′,ℓ′(Y1)j
′
k′(q

′)Γk′e
iY1q

′
x , (5.20)

φsjf(X1) ≡ gk jk(q)Γkφ
s
p,ℓ(X1)e

−iX1qx .

Предполагая, что основной вклад в амплитуду будут давать области энер-

гий вблизи резонансов, с учетом (Б.4), мы можем приближенно заменить соот-

ветствующую часть выражения (5.19) δ-функцией:

|Ms ′s
k ′k|2 ≃

∑

s′′=±1

∞∑

n=0

π

P0 Γs′′
n

δ(P 2
‖
−M2

n)× (5.21)

×
∣∣∣∣
∫
dX1dY1φ̄

s′

j′f ′(Y1)φ
s′′

P,n(Y1)φ̄
s′′

P,n(X1)φ
s
jf(X1)

∣∣∣∣
2

.

С учетом (5.21) квадрат S - матричного элемента процесса jf → j ′f ′

факторизуется следующим образом

∑

s,s′=±1

|Ss ′s
k ′k|2
τ

=
∑

s,s′,s′′=±1

∞∑

n=0

(2π)3δ
(3)
0,y,z(P − p ′ − q ′)

2q0Lx2q ′0V 2EℓLyLz2E ′
ℓ′LyLz

× (5.22)

×
∫

dp ′′
y dp

′′
z

(2E ′′
n)

2(2π)2 Γs′′
n

(2π)3 δ
(3)
0,y,z(P − p′′)|Ms ′s′′

(n,s′′)→j′f ′|2 |Ms′′s
jf→(n,s′′)|2 .
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Здесь мы воспользовались свойством δ - функции:

δ(P 2
‖
−M2

n) =
1

2E ′′
n

δ(P0 − E ′′
n) , (5.23)

где E ′′
n =

√
p ′′2
z +M2

n.

Нетрудно видеть, что теперь уравнение (5.22) можно представить в виде:

∑

s,s′=±1

|Ss ′s
k ′k|2
τ

=
∑

s,s′,s′′=±1

∞∑

n=0

∫
dp ′′

y dp
′′
z

(2π)2 Γs′′
n

× (5.24)

×
|Ss ′′s

jf→(n,s′′)|2

τ

|Ss ′s′′

(n,s′′)→j′f ′|2

τ
,

где

Ss ′′s
jf→(n,s′′) =

i(2π)3δ
(3)
0,y,z(P − p ′′)

√
2q0V 2EℓLyLz2E

′′

nLyLz

Ms′′s
jf→(n,s′′) (5.25)

– S-матричный элемент перехода некоторого начального состояния jf в фер-

мион с энергией E ′′
n, компонентами импульса p′′y, p

′′
z и поляризационным состо-

янием s′′, находящийся на уровне Ландау n, c соответствующей амплитудой

Ms′′s
jf→(n,s′′):

Ms′′s
jf→(n,s′′) =

exp [−iqx(py + p ′′
y )/(2β)]√

MℓMn(Mℓ +m)(Mn +m)

[
qy + iqx√

q2
⊥

]n−ℓ

T s′′s
k , (5.26)

Ss ′s′′

(n,s′′)→j′f ′ – S-матричный элемент перехода фермиона из состояния с E ′′
n, p

′′
y,

p′′z , s
′′, n в некоторое конечное состояние j′f ′, с соответствующей амплитудой

Ms ′s′′

(n,s′′)→j′f ′, причем Ss ′s′′

(n,s′′)→j′f ′ = Ss ′′s
jf→(n,s′′)(q → q′ , Eℓ → E ′

ℓ′).

Таким образом, основная часть задачи состоит в вычислении величин T s′′s
k ,

которые выражаются через лоренц-коварианты и инварианты (1.25) – (1.28) в

подпространстве {0, 3} и представлены в приложении В.

5.3.2. Реакция резонансного рассеяния γe→ γe

В качестве первого приложения полученных результатов рассмотрим про-

цесс рассеяния фотона на электронах замагниченной среды, γe→ γe, для энер-
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гий начального фотона, близких к области резонанса. Мы будем вычислять ко-

эффициент поглощения фотона в реакции γe→ γe, где начальный и конечный

электроны могут находится на уровнях Ландау ℓ и ℓ′ соответственно, а вирту-

альный электрон может занимать уровень n. Определяя его формулой (2.39)

главы 2, получим

Wγe→γe =
∞∑

ℓ,ℓ′=0

∫
dpydpzLyLz

(2π)2
f−(Eℓ) × (5.27)

×
dp′ydp

′
zLyLz

(2π)2
[1− f−(E

′
ℓ′)]

d3q′V

(2π)3
(1 + fω′)

∑

s,s′=±1

|Ss ′s
V V |2
τ

.

Напомним, что f−(Eℓ) и f−(E ′
ℓ′) – равновесные функции распределения началь-

ных и конечных электронов соответственно, f−(Eℓ) = {exp [(Eℓ − µ)/T ] + 1}−1,

T – температура, µ – химический потенциал электронного газа, fω′ – функция

распределения конечных фотонов в системе покоя плазмы, Ss ′s
V V – S - матричный

элемент процесса γe→ γe. Он может быть получен из (1.22) заменой mf = m,

gV = g ′
V = e > 0, jα = εα(q), j′α = εα(q

′). qα = (ω,k) и q′α = (ω′,k′) – 4-векторы

начального и конечного фотонов соответственно, εα(q) и εα(q
′) – их векторы

поляризации. Анализ дисперсионных свойств фотонов в условиях магнитосфер

радиопульсаров и магнитаров показывает, что фотон в таких условиях будет

иметь поляризационные состояния, аналогичные ситуации сильно замагничен-

ной, зарядово симметричной плазмы с µ = 0, и определяемые согласно (2.20)

(см. главу 2).

Предполагая, что основной вклад в коэффициент поглощения фотона бу-

дут давать области резонансов, с учетом (5.24), перепишем (5.27) в виде:

Wγ(λ)e→γ(λ′)e ≃
∞∑

n=1

n−1∑

ℓ,ℓ′=0

∑

s,s′,s′′=±1

∫
dpydpzLyLz

(2π)2
f−(Eℓ)

dp′ydp
′
zLyLz

(2π)2
×

×[1− f−(E
′
ℓ′)]

d3q′V

(2π)3
(1 + fω′)

dp ′′
y dp

′′
z LyLz

(2π)2 Γs′′
n

|Ss ′′s
eℓγ(λ)→en

|2

τ

|Ss ′s′′

en→eℓ′γ
(λ′)|2

τ
,

λ, λ′ = 1, 2 . (5.28)



132

Здесь связь Ss ′′s
eℓγ(λ)→en

с соответствующей амплитудой определяется формулой (5.25),

в которой нужно заменить jf → eℓγ
(λ), (n, s′′) → en.

С другой стороны, согласно [205] полную ширину изменения состояния

электрона Γs′′
n можно представить в виде суммы ширин поглощения, Γ(abs) s′′

n , и

рождения, Γ(cr) s′′

n , электрона следующим образом:

Γs′′

n = Γ(abs) s′′

n + Γ(cr) s′′

n ≃ Γ(abs) s′′

en→eℓ′γ

[
1 + e−(E ′′

n−µ)/T
]
, (5.29)

где

Γ(abs) s′′

en→eℓ′γ
=

n−1∑

ℓ′=0

∑

s′=±1

∑

λ′

∫
dp′ydp

′
zLyLz

(2π)2
[1− f−(E

′
ℓ′)]× (5.30)

× d3q′V

(2π)3
(1 + fω′)

|Ss ′s′′

en→eℓ′γ
(λ′)|2

τ

– ширина поглощения электрона в процессе en → eℓ′γ.

Подставляя (5.29) в (5.28) с учетом (5.30) и суммируя по поляризациям

конечных фотонов, получим

Wγ(λ)e→γe ≃
∞∑

n=1

n−1∑

ℓ=0

∑

s,s′′=±1

∫
dpydpzLyLz

(2π)2
f−(Eℓ)× (5.31)

×
dp ′′

y dp
′′
z LyLz

(2π)2
[1− f−(E

′′
n)]

|Ss ′′s
eℓγ(λ)→en

|2

τ
.

Интегрируя это выражение с учетом формул (В.9)–(В.12) из приложе-

ния В, получим следующие парциальные вклады в коэффициент поглощения

фотона:

Wγ(1)e→γe =
αβ

2ω

∞∑

ℓ=0

∞∑

n=n0

∑

ǫ=±1

f−(Eǫ
ℓ)[1− f−(Eǫ

ℓ + ω)]√
(M2

n −M2
ℓ − q2

‖
)2 − 4q2

‖
M2

ℓ

× (5.32)

×
{
[2β(n+ ℓ)− q2

‖
](I2

n,ℓ−1 + I2
n−1,ℓ)− 8β

√
ℓnIn,ℓ−1In−1,ℓ

}
,
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Wγ(2)e→γe =
αβ

2ω

∞∑

ℓ=0

∞∑

n=n0

∑

ǫ=±1

f−(Eǫ
ℓ)[1− f−(Eǫ

ℓ + ω)]√
(M2

n −M2
ℓ − q2

‖
)2 − 4q2

‖
M2

ℓ

× (5.33)

×
{[

(2β(n− ℓ))2

q2
‖

− 2β(n+ ℓ)− 4m2

]
(I2

n,ℓ + I2
n−1,ℓ−1)−

−8β
√
ℓnIn,ℓIn−1,ℓ−1

}
,

Eǫ
ℓ =

1

2q2
‖

[
ω
(
M2

n −M2
ℓ − q2

‖

)
+ ǫkz

√(
M2

n −M2
ℓ − q2

‖

)2 − 4q2
‖
M2

ℓ

]
.

В (5.32) и (5.33) нижний предел суммирования по n определяется из закона

сохранения энергии и импульса следующим образом:

n0 = ℓ+

[
q2

‖
+ 2Mℓ

√
q2

‖

2β

]
, (5.34)

где [x] – целая часть числа x.

В недавней работе [52] исследовался процесс комптоновского рассеяния в

магнитных полях, характерных для магнитосфер радиопульсаров и магнитаров

(1012 − 1015) Гс, без δ-функциональной аппроксимации резонансных пиков. По-

этому представляет интерес провести сравнительный анализ полученных нами

результатов с соответствующими результатами работы [52]. Исходя из (5.31) и

следуя авторам [52], введем сечение процесса γe→ γe, проинтегрированное по

начальным электронам, с функцией распределения fEℓ
при µ = 0, следующим

образом

σ∗
λ =

1

Ne

∫
dWγ(λ)e→γe

j
, (5.35)

где j = |(pϕ̃q)|/(EωV ) – плотность потока падающих частиц в продольном по

отношению к магнитному полю подпространстве,

Ne =
β

(2π)2

∞∑

ℓ=0

(2− δℓ,0)

∞∫

−∞

dpzf−(Eℓ) (5.36)
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– концентрация электронов во внешнем магнитном поле. Кроме того, для па-

раметров поля и плазмы, характерных для магнитосфер радиопульсаров [15],

мы можем пренебречь изменением (по сравнению с вакуумом) дисперсионных

свойств фотонов, положив kz = ω sin θ, где θ – угол между импульсом фото-

на и направлением магнитного поля. В силу этого, в области энергий фотонов

ω ≪ m перенормировка волновой функции фотона также становится несуще-

ственной. Отметим, что данное утверждение заведомо не будет справедливым

вблизи циклотронных резонансов, когда q2
‖
≃ (Mn+Mℓ)

2 (см., например, [130]).

0.01 0.050.02 0.03 0.07
10-7

10-4

105

102

10−1

0.1

σ∗
1

σT

ω
m

Рис. 5.3. Сечение (в единицах σT ) рассеяния фотона моды 1, γ(1)e→ e, в сильном магнитном

поле B = 5×1012 Гс, проинтегрированное по начальным электронам с функцией распределе-

ния fEℓ
при T = 20 кэВ и µ = 0, как функция энергии (в единицах массы электрона) фотона

для различных значений углов между импульсом фотона и направлением магнитного поля:

θ = 90◦ – сплошная кривая, θ = 60◦ – пунктирная кривая, θ = 30◦ – точечная кривая.

Результаты численного анализа отношения σ∗
λ/σT , где σT = 8πα2/(3m2)

– томсоновское сечение, представлены на рис. 5.3 и 5.4. Полученные оценки в

окрестности резонансных пиков хорошо согласуются с соответствующими ре-

зультатами работы [52]. Следовательно, применение приближения (5.21) пра-
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Рис. 5.4. То же, что и на рис. 5.3, для канала γ(2)e→ e.

вомочно в области полей B ∼ 1012 Гс, характерных для радиопульсаров. С

другой стороны, полученные нами коэффициенты поглощения фотона (5.32)

и (5.33) имеют относительно простой вид, и, следовательно, оказываются го-

раздо более удобными в применении к решению задачи переноса излучения по

сравнению с численно полученными результатами работы [52]. Отметим (см.

рис. 5.3 и 5.4, а также (5.32) и (5.33)), что коэффициенты поглощения фотона

для обеих мод имеют узкие максимумы, соответствующие значениям энергии

фотона ωnℓ = (Mn − Mℓ)/ sin θ, хорошо известные в литературе (см., напри-

мер, [84, 215, 216]).

5.3.3. Резонансное рождение нейтрино-антинейтринных пар в

комтоноподобном процессе γe→ νν̄e

В качестве еще одного приложения полученных результатов рассмотрим

задачу о количестве энергии, уносимой нейтринной парой из единицы объё-

ма плотной замагниченной плазмы за единицу времени (так называемая ней-

тринная светимость) за счет процесса фоторождения нейтрино на электроне,
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γe→ eνν̄, с учетом возможного резонанса на виртуальном электроне, которая

была решена в главе 4 для нерезонансного случая. Величина светимости может

быть представлена в виде [161]:

Qγe→eνν̄ =

∞∑

ℓ,ℓ′=0

∫
d3kV

(2π)3
fω

dpydpzLyLz

(2π)2
f−(Eℓ)

dp ′
ydp

′
zLyLz

(2π)2
× (5.37)

× [1− f−(E
′
ℓ′)]

d3p1V

(2π)3
d3p2V

(2π)3
q ′0

∑

s,s′=±1

|Ss ′s
V V + Ss ′s

AV |2
τ

,

где fω – равновесная функция распределения начального фотона с 4-имульсом

qµ = (ω,k), f−(Eℓ) и f−(E ′
ℓ′) – равновесные функции распределения начального

и конечного электронов соответственно; q ′0 = E1+E2 – энергия нейтринной пары

с E1,2 = |p1,2| и соответствующими импульсами p1,2; Ss ′s
V V +Ss ′s

AV – S - матричный

элемент процесса γe→ eνν̄. Он может быть получен из (1.22) заменой mf = m,

gV = e > 0, jα = εα(q), g ′
V = GFCV /

√
2, g ′

A = GFCA/
√
2, j ′α = ν̄(p1)γα(1 +

γ5)ν(p2).

Аналогично процессу γe → γe будем предполагать, что основной вклад в

нейтринную светимость будут давать области резонансов. Тогда, с учетом (5.24),

перепишем (5.37) в виде:

Qγ(λ)e→eνν̄ ≃
∞∑

n=1

n−1∑

ℓ,ℓ′=0

∑

s,s′,s′′=±1

∫
d3kV

(2π)3
fω

dpydpzLyLz

(2π)2
f−(Eℓ)

dp ′
ydp

′
zLyLz

(2π)2
×

× [1− f−(E
′
ℓ′)]

dp ′′
y dp

′′
z LyLz

(2π)2 Γs′′
n

d3p1V

(2π)3
d3p2V

(2π)3
q ′0

|Ss ′′s
eℓγ(λ)→en

|2

τ

|Ss ′s′′
en→eℓ′νν̄

|2
τ

,

λ = 1, 2 . (5.38)

В (5.38) связь Ss ′s′′
en→eℓ′νν̄

с амплитудой определяется формулами (5.25) и (5.26)

с соответствующими заменами Ss ′′s
jf→(n,s′′) → Ss ′s′′

en→eℓ′νν̄
, Ms′′s

jf→(n,s′′) → Ms ′s′′
en→eℓ′νν̄

и

q → q′, Eℓ → E ′
ℓ′.

Используя (5.29), перепишем полную ширину изменения состояния элек-
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трона Γs′′
n в следующем виде:

Γs′′

n ≃ Γ(cr) s′′

eℓγ→en

[
1 + e(E

′′
n −µ)/T

]
, (5.39)

где

Γ(cr) s′′

eℓγ→en
=

n−1∑

ℓ=0

∑

s=±1

∑

λ

∫
dpydpzLyLz

(2π)2
f−(Eℓ)× (5.40)

× d3qV

(2π)3
fω

|Ss ′′s
eℓγ(λ)→en

|2

τ

– ширина рождения электрона в процессе eℓγ → en.

Подставляя (5.39) в (5.38) с учетом (5.40), представим нейтринную свети-

мость в следующем виде:

Qγe→eνν̄ =
∞∑

n=1

n−1∑

ℓ′=0

Qen→eℓ′νν̄ , (5.41)

где

Qen→eℓ′νν̄ =
1

Lx

∫
dp ′′

y dp
′′
z

(2π)2 2E ′′
n

f−(E
′′
n )

dp ′
ydp

′
z

(2π)2 2E ′
ℓ′
[1− f−(E

′
ℓ′)]×

× d3p1
(2π)3 2E1

d3p2
(2π)3 2E2

q ′0 (2π)
3 δ30,y,z(p

′′ − p ′ − q ′)|Men→eℓ′νν̄ |2 (5.42)

– нейтринная светимость за счет процесса en → e′ℓνν̄. Здесь q ′µ = (p1 + p2)µ.

Квадрат амплитуды процесса en → eℓ′νν̄, просуммированный по поляризаци-

онным состояниям начального и конечного электрона, вычисляется с помощью

формул (В.9) – (В.16) из приложения В и имеет вид:

|Men→eℓ′νν̄ |2 =
16

3
G2

F

(
C2

V + C2
A

){ [
2q ′2(β(n+ ℓ′) +m2) +m2q ′2

⊥

]
×

×
(
I ′2
n−1,ℓ′ + I ′2

n,ℓ′−1 − I ′2
n,ℓ′ − I ′2

n−1,ℓ′−1

)
− q ′4

(
I ′2
n−1,ℓ′ + I ′2

n,ℓ′−1

)
+ (5.43)

+m2q ′2
(
I ′2
n,ℓ′ − I ′2

n−1,ℓ′−1

) }
−G2

F

(
C2

V − C2
A

)
m2
{
(2q ′2

‖
− q ′2

⊥
)×

×
(
I ′2
n−1,ℓ′ + I ′2

n,ℓ′−1 − I ′2
n,ℓ′ − I ′2

n−1,ℓ′−1

)
+ 3q ′2

(
I ′2
n−1,ℓ′ + I ′2

n,ℓ′−1

) }
.

Полученный результат для светимости (5.42) с учетом вычисленной ампли-

туды (5.43), с точностью до обозначений, совпадает с приведенным в работе [17]
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Рис. 5.5. Закон дисперсии фотона в сильном магнитном поле. Точкой на дисперсионной кри-

вой показано положение фотона, рождающегося в реакции eγ → eγ. Цифры 1 и 2 обозначают

дисперсионные кривые в областях ниже и выше порога рождения e+e−-пар.

и обобщает полученную ранее в [128] формулу на случай, когда начальный и

конечный электроны находятся на произвольных уровнях Ландау.

5.4. Резонансный механизм рождения e+e− пар в

полярной шапке магнитара

Наконец, рассмотрим реакцию γe → ee+e−, в которой могут иметь место

одновременно два резонанса: на виртуальном фотоне и на виртуальном элек-

троне, что особенно важно для актуальной в настоящее время проблемы описа-

ния особенностей радиоизлучения некоторых магнитаров [11, 12, 14, 177, 178].

Согласно общепринятой модели, для формирования радиоизлучения в ра-

диопульсаре необходима эффективная генерация электрон-позитронной плаз-

мы в его магнитосфере [83], причем механизмы рождения e+e−-пар в радио-

пульсарах хорошо известны (см., например, [84, 87]).

В модели магнитосферы магнитара рождение e+e−-пар происходит в два

этапа [16]. Ускоренная вдоль магнитного поля заряженная частица (электрон

или позитрон) резонансно конвертирует мягкий рентгеновский фотон в жест-
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кий, который впоследствии, как предполагается, после набора угла между им-

пульсом фотона и направлением магнитного поля (так называемый питч-угол),

должен распадаться на электрон-позитронную пару. Однако в действительно-

сти этого не происходит, так как в сильном магнитном поле существенными

становятся дисперсионные свойства фотона (см. раздел 2.2 и рис. 5.5). Такой

фотон, рожденный в реакции eγ → eγ с энергией и импульсом, удовлетворя-

ющими соотношению ω2 − k2z < 4m2 (магнитное поле направлено по оси z),

в процессе распространения в магнитном поле будет все время оставаться на

дисперсионной ветви 1 и не сможет преодолеть зазор между ветвями 1 и 2 с рож-

дением e+e−-пары, если величина магнитного поля B & 0.1Be [57, 88, 89], что

заведомо выполняется в магнитарах. При достаточно больших q2
⊥

такой фотон

может лишь перейти на асимптотически больших расстояниях в позитроний –

связанное состояние e+e−-пары.

В связи с этим представляет интерес рассмотреть альтернативный меха-

низм рождения e+e−-пар в магнитосфере магнитара. В качестве такого меха-

низма может выступать комптоноподобный процесс γe → ee+e−, где под e в

дальнейшем понимается электрон или позитрон. Основное преимущество такой

реакции по сравнению с принятой моделью состоит в том, что рождение пары

происходит практически мгновенно в точке взаимодействия начальных фотона

и электрона (в действительности этот масштаб имеет порядок комптоновской

длины волны электрона). При таком подходе эффект захвата фотона полем

становится несущественным. Вместе с тем, с помощью реакции γe→ ee+e− воз-

можно за короткие времена заполнить ограниченную область достаточно плот-

ной e+e−-плазмой, как, например, в процессе гигантской вспышки источника

мягких повторяющихся гамма всплесков (SGR).

Процесс рождения электрон-позитронных пар в реакции γe → ee+e− опи-

сывается восемью диаграммами Фейнмана (см. рис. 5.6). Нетрудно видеть, что

резонанс на виртуальном электроне имеет место только в s-канальных диаграм-

мах (рис. 5.6 a и соответствующая диаграмма с перестановкой p ′ ↔ p2). Тем
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Рис. 5.6. Диаграммы Фейнмана для процесса γ + e− → e− + e+e−. Двойные линии означают,

что влияние внешнего поля на начальное и конечное состояния учтено точно.

не менее, даже с учетом резонанса поставленная задача будет иметь достаточ-

но громоздкий вид, поскольку заряженные фермионы могут занимать произ-

вольные уровни Ландау. Однако в приложении к магнитарам данную пробле-

му можно значительно упростить. Действительно, рассмотрим ситуацию, ко-

гда электрон, ускоренный в электрическом зазоре полярной шапки магнита-

ра, сталкивается с гамма-квантом из равновесной термальной бани, образован-

ной излучением рентгеновских фотонов с поверхности нейтронной звезды. В

такой постановке задачи мы будем иметь следующую иерархию параметров:

T 2 ≪ m2 ≪ β ≪ E2. Кроме того, электрон, до ускорения находившийся на

основном уровне Ландау (ℓ = 0), двигаясь вдоль силовой линии магнитного

поля, остается все время на основном уровне. (Мы рассматриваем небольшую

окрестность полярной шапки, где электрическое, E , и магнитное B поля колли-

неарны и при этом |E| ≪ |B| [16].) Не нарушая общности будем считать, что

рассеянный электрон и электрон и позитрон пары также будут находиться на ос-

новном уровне Ландау с ℓ ′ = n1 = n2 = 0. Действительно, как было показано в

разделе 5.3.1, полученный результат для коэффициента поглощения электрона
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не будет зависеть от состояния конечных частиц, а будет определяться только

начальными состояниями электрона и фотона.

С учетом этого замечания S – матричный элемент процесса γe → ee+e−

может быть записан в виде:

Sγe→ee+e− = (ie)3
∫
d4Xd4Y d4Z × (5.44)

×
{
Ψ̄−

p′,0(Y )γβŜ(X, Y )Â(X)Ψ−
p,0(X)Ψ̄−

p2,0
(Z)γµΨ

+
p1,0

(Z)−

−Ψ̄−
p2,0

(Y )γβŜ(X, Y )Â(X)Ψ−
p,0(X)Ψ̄−

p′,0(Z)γµΨ
+
p1,0

(Z)
}
Gβµ(Z − Y ) ,

где pµ = (E,p) – 4-импульс начального электрона, p′µ = (E ′,p ′) – 4-импульс

конечного электрона, pµ2 = (E2,p2) и pµ1 = (E1,p1) – 4-импульсы электрона и

позитрона пары соответственно, Xµ = (X0, X1, X2, X3), Y µ = (Y0, Y1, Y2, Y3),

Zµ = (Z0, Z1, Z2, Z3),

Aµ(X) =
εµ(q)e

−i(qX)

√
2ωV

, (5.45)

– квантованное поле начального фотона, несущего 4-импульс qµ = (ω,k).

Gβµ(Z) =

∫
d4q ′

(2π)4
e−i(q ′Z)Gβµ(q

′) , (5.46)

Gβµ(q
′) =

3∑

λ=1

b
(λ)
β b

(λ)
µ

(b(λ))2
−i

q ′2 − κ(λ)(q ′)
,

– фурье-образ пропагатора виртуального фотона в базисе из 4-векторов b
(λ)
α ,

определяемых согласно (2.1), κ
(λ)(q ′) – собственные значения поляризацион-

ного оператора фотона, соответствующие векторам b
(λ)
α (см., например, [57] и

раздел 2.2), Ψ∓
p,0(X) – волновые функции электрона (позитрона) во внешнем

магнитном поле, находящихся на основном уровне Ландау и определяемые фор-

мулами (Г.2) и (Г.3) приложения Г, Ŝ(X, Y ) – пропагатор электрона, определя-

емый формулами (Б.1) – (Б.3).

После интегрирования (5.44) по d4X, d4Y и d4Z мы получим

Sγe→ee+e− =
i(2π)3δ3(. . .)Mγe→ee+e−√

2ωV 2ELyLz2E ′LyLz2E1LyLz2E2LyLz

, (5.47)
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где δ3(. . .) ≡ δ(P0 − E ′ − E1 − E2)δ(Py − p ′
y − p1y − p2y)δ(Pz − p ′

z − p1z − p2z),

Pα ≡ (p+ q)α, α = 0, 2, 3.

Амплитуда процесса γe→ ee+e−, таким образом, может быть представле-

на в виде

Mγe→ee+e− ≃ −i
2
√
2e3m2

π

∞∑

n=0

∞∫

−∞

dq ′x
q ′2 − κ(2)(q ′)

exp

[
− i(qϕq ′)

2eB

]
×

× exp

[
−
i(qx − q ′x)(py + p ′

y)

2eB

]
exp

[
iq ′x(p1y − p2y)

2eB

]
× (5.48)

× exp

[
−2q ′2

⊥
+ q2

⊥

4β

]
1

n!

(
(qΛq ′)− i(qϕq ′)

2β

)n

×

× (pq ′)‖[(pq)‖ + (p ′q)‖](
P 2

‖
−m2 − 2eBn+ iP0Γn

)√
q2

‖
q ′2

‖
[(pp ′)‖ +m2]

∣∣∣∣
q ′α
‖ =pα1‖+pα2‖
q ′
y=p1y+p2y

−

−(p ′ ↔ p2) .

Здесь необходимо сделать следующее замечание. Мнимая часть пропагато-

ра электрона, связанная с полной шириной поглощения электрона соотношени-

ем (Б.4), вообще говоря, зависит от поляризационного состояния электрона, и

только в пределе сильного поля, B ≫ Be, эта зависимость становится несуще-

ственной, что позволяет провести суммирование по поляризациям электрона и

представить амплитуду в виде (5.48).

Для корректного описания рассматриваемого процесса вблизи резонанса

необходимо также учесть полную ширину процесса поглощения электрона, Γn,

основной вклад в которую будет давать переход en → γ+ en′. Исходя из резуль-

татов работ [22, 29], величина P0Γn в пределе сильного поля и ультрареляти-

вистских электронов может быть представлена в следующем виде:

P0Γn ≃ αβ

n−1∑

n′=0

(
√
n−

√
n′)2∫

0

dx√
(n+ n′ − x)2 − 4nn′

× (5.49)

×{(n+ n′ − x)[I2
n,n′−1(x) + I2

n−1,n′(x)]− 4
√
nn′In,n′(x)In−1,n′−1(x)} .
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Определяя стандартным путем коэффициент поглощения электрона в рав-

новесном фотонном газе, имеющем температуру T , получим

W =

∫
δ3(. . .)|M|2

25(2π)6ωEE ′E1E2

d3q

eω/T − 1
dp ′

ydp
′
zdp1ydp1zdp2ydp2z . (5.50)

Как уже отмечалось, основной вклад в амплитуду будут давать области

резонанса, так что мы можем заменить часть подынтегрального выражения

в (5.50) δ-функцией

1

(P 2
‖
−m2 − 2eBn)2 + P 2

0Γ
2
n

≃ π

P0Γn
δ(P 2

‖
−m2 − 2eBn) . (5.51)

Вводя новые переменные y = q ′2
⊥
/β и z = q ′z/E, получим в нашем прибли-

жении q ′2
‖

≃ 2βz, (q − q ′)2
‖
≃ −m2z2/(1 − z). Кроме того, лидирующий вклад

от уровней Ландау виртуального электрона будет определяться только уров-

нем с n = 1, вклады высших уровней оказываются подавлены температурой. В

этом случае ширина поглощения электрона принимает особенно простой вид:

P0Γ1 ≃ αβ(1− e−1). После интегрирования с δ-функциями выражения (5.50), с

учетом вышесказанного, получим

W ≃ α2T

2π(1− e−1)

(m
E

)2
ln
(
1− e−

β
2ET

)−1
1∫

2Be/B

dz × (5.52)

×
∞∫

0

dyye−y

z2(2z − y)2 + 4α2(Be/B)2e−y
.

Нетрудно видеть, что и здесь часть подынтегрального выражения можно

приближенно заменить δ-функцией:

1

z2(2z − y)2 + 4α2(Be/B)2e−y
≃ πey/2

2α

B

Be
δ(2z2 − yz) , (5.53)

т.е. в процессе eγ → ee+e− в пределе сильного магнитного поля и ультрареля-

тивистских электронов, кроме резонанса на виртуальном электроне становится

возможным резонанс на виртуальном фотоне. После подстановки (5.53) в (5.52)
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и несложного интегрирования получим

W ≃ α

2
T
B

Be

(m
E

)2
ln
(
1− e−

β
2ET

)−1

. (5.54)

Вероятность рождения e+e−-пар в единицу времени как функция энергии

начального электрона представлена на рис. 5.7.
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Рис. 5.7. Зависимость вероятности рождения электрон-позитронных пар в единицу времени

от энергии начального электрона при B = 100Be и T = 1 кэВ.

Оценивая минимальную длину свободного пробега электрона с энергией

E ∼ 104m при величинах магнитного поля и температуры таких же, как на

рис. 5.7, получим ℓ ≃ 57 см, что оказывается много меньше величины зазора

(∼ 100) м. Вместе с тем изменение числа электронов в потоке за счет рождения

пар может быть выражено через оптическую толщу τ следующим образом:

N = N0 exp [−τ ] ≃ N0 exp


−

h∫

0

dxW


 , (5.55)

где h – ширина электрического зазора, N0 – начальное число электронов в

потоке.
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Оценивая отношение N/N0 при h ∼ 104 см, E ∼ 107m, получим N/N0 ≃
0.99. Таким образом, рассматриваемый процесс дает возможность увеличивать

количество e+e−-плазмы в области полярной шапки. Однако детальный коли-

чественный анализ развития каскада e+e−-пар требует решения кинетического

уравнения, что выходит за рамки нашей задачи.

Наконец, необходимо сделать еще одно замечание. Резонансы на виртуаль-

ных электроне и фотоне соответствуют тому факту, что указанные частицы

становятся реальными. Таким образом, рассматриваемый процесс схематично

можно представить в виде совокупности трех подпроцессов:

• поглощение фотона электроном с рождением электрона на первом уровне

Ландау, e0 + γ → e1;

• переход электрона с первого уровня на нулевой с испусканием жесткого

γ-кванта, e1 → e0 + γ;

• рождение e+e−-пары жестким фотоном, γ → e+e−.

Парциальные вклады (branching fractions) последних двух реакций при-

ближенно равны 1 и 1/2 соответсвенно (множитель 1/2 возникает от того, что

в процессе γ → e+e− участвует фотон только одной поляризации из двух воз-

можных). Поэтому коэффициент поглощения электрона в процессе γe→ ee+e−

может быть легко получен из вероятности перехода γ + e0 → e1, как W =

Wγ+e0→e1/2. При этом вероятность Wγ+e0→e1 может быть получена из результа-

тов работы [29] и согласуется с нашим результатом (5.54).
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Заключение

В настоящей диссертации исследуются процессы с участием электронов,

нейтрино и фотонов во внешней замагниченной среде с учетом резонансов на

виртуальных электронах и фотонах. Основная цель состоит в изучении возмож-

ных эффектов, вызванных влиянием внешнего магнитного поля и плазмы на

амплитуды процессов и на изменение дисперсионных свойств частиц.

В диссертации представлены следующие результаты

1. Впервые вычислены амплитуды обобщенного комптоноподобного процес-

са jf → j ′f ′ в постоянном однородном магнитном поле с произвольной

величиной напряженности, где f и f ′ – начальный и конечный фермио-

ны, находящиеся на произвольных уровнях Ландау, j и j ′ – обобщенные

токи скалярного, псевдоскалярного, векторного или аксиального типов.

Амплитуды представлены в явном калибровочно-и лоренц-инвариантном

виде. Рассмотрены частные случаи сильного магнитного поля, когда ре-

альные фермионы занимают основной уровень Ландау, и когерентного

рассеяния тока j «вперед» без изменения состояний фермионов. Послед-

ний результат позволил обобщить имеющиеся в литературе выражения

для амплитуд перехода j → f f̄ → j′ в магнитном поле на случай произ-

вольно замагниченной плазмы.

2. Впервые получены простые выражения для коэффициентов поглощения

фотона, обусловленные процессом γe→ γe в сильно замагниченной плаз-

ме в двух предельных случаях зарядово-симметричной и холодной почти

вырожденной плазмы с учетом дисперсии и перенормировки волновых

функций фотонов. Проведено сравнение коэффициентов поглощения фо-

тонов в процессе расщепления фотона и в процессе комптоновского рассе-

яния.

3. Вычислена амплитуда процесса расщепления фотона γ → γγ, проанали-
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зирована кинематика и найдены правила отбора по поляризациям. Для

разрешенных каналов расщепления впервые получены соответствующие

вероятности с учетом дисперсии и перенормировки волновых функций фо-

тонов в общем случае, когда распадающийся фотон распространяется под

произвольным углом по отношению к направлению магнитного поля. По-

лученные результаты показывают, что присутствие плазмы, с одной сто-

роны, существенным образом изменяет правила отбора по поляризациям

по сравнению со случаем чистого магнитного поля. Обнаружен новый ка-

нал расщепления γ2 → γ1γ1, запрещенный в отсутствие плазмы. С другой

стороны, из численных расчетов и полученных асимптотических формул

следует, что горячая плазма оказывает подавляющее влияние на каналы

γ1 → γ1γ2 и γ1 → γ2γ2. Тем не менее, холодная зарядово-симметричная

плазма в сочетании с сильным магнитным полем способна усилить вероят-

ность расщепления по этим каналам по сравнению с чистым магнитным

полем.

4. Рассмотрено влияние сильно замагниченной плотной плазмы на фотон-ней-

тринные процессы γe→ eνν̄, γ → νν̄ и γγ → νν̄ и впервые получены инва-

риантные амплитуды реакций γe→ eνν̄ и γγ → νν̄. В частном случае хо-

лодной плазмы впервые вычислены вклады рассматриваемых процессов в

нейтринную светимость с учетом изменения дисперсионных свойств фото-

нов в замагниченной среде. Предложен методический прием вычисления

светимости фотонейтринного процесса, γe → eνν̄, через ширину погло-

щения фотона. На основе изложенной методики показано, что в случае

релятивистской плазмы выражение для нейтринной светимости за счет

процесса γe→ eνν̄ существенно модифицируется по сравнению с имеющи-

мися в литературе результатами. Показано, что в случае холодной плазмы

вклад в нейтринную излучательную способность процесса γγ → νν̄ будет

сильно подавлен по сравнению со вкладами фотонейтринного процесса и
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процесса конверсии фотона. Исходя из возможной модификации кривой

охлаждения нейтронной звезды за счет изменения нейтринной светимо-

сти в сильном магнитном поле, делается предположение об ограничении

на величину индукции магнитного поля во внешней коре магнитара.

5. Впервые рассмотрено влияние замагниченной плазмы на процесс резо-

нансного фоторождения аксионов на заряженных компонентах среды,

i → f + a. Показано, что аксионная светимость в области резонанса за

счет всевозможных реакций с участием частиц среды однозначно выража-

ется через светимость перехода фотон → аксион. Найдено число аксионов,

рождаемых равновесным реликтовым излучением в магнитосфере магни-

тара. Показано, что в противовес ранее сделанным в литературе выводам,

рассмотренный резонансный механизм не эффективен для производства

холодной скрытой массы.

6. Проведено исследование комптоноподобного процесса γe− → e−e+e− рож-

дения электрон-позитронной пары при взаимодействии ультрарелятиви-

стcкого электрона с мягким рентгеновским фотоном в окрестности поляр-

ной шапки магнитара. Для процесса γe− → e−e+e− впервые получено

простое аналитическое выражение для коэффициента поглощения элек-

трона. Получена оценка возможной эффективности процесса рождения

пар для генерации в магнитосфере электрон-позитронной плазмы.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [46, 128, 130,

134, 135, 151, 152, 154, 155, 158, 161, 164, 206].

Автор выражает глубокую благодарность научному консультанту Алек-

сандру Васильевичу Кузнецову за постоянное внимание к работе, обсуждение

полученных результатов, советы и помощь, оказанные ему при выполнении дис-
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Приложение А

Результаты для Rs ′s
k ′k

Факторы Rs ′s
k ′k, входящие в (1.24), приведены для случая отрицательного

заряда фермиона, η = −1 и могут быть получены с использованием волновых

функций (1.12). Используются следующие обозначения: Pα = (p + q)α, P ′
α =

(p− q′)α, In,ℓ ≡ In,ℓ
(
q2

⊥
/(2β)

)
и I ′

n,ℓ′ ≡ In,ℓ′
(
q ′2

⊥
/(2β)

)
.

1. В случае, когда j и j ′ являются скалярными токами (k, k ′ = S) вычис-

ления дают

R++
SS = gSg

′
SjSj

′
S

{
2β

√
ℓℓ ′ [(K1P )−mfK3] I ′

n,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K1P ) +mfK3] I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.1)

−2β
√
nK3

[√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ +
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R+−
SS = igSg

′
SjSj

′
S

{√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K2P )−mfK4] I ′

n,ℓ′In,ℓ −

−
√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K2P ) +mfK4] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.2)

−
√
2βn K4

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R−+
SS = −igSg

′
SjSj

′
S

{√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K2P ) +mfK4] I ′

n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K2P )−mfK4] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.3)

−
√
2βn K4

[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;
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R−−
SS = gSg

′
SjSj

′
S

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K1P ) +mfK3] I ′

n,ℓ′In,ℓ +

+2β
√
ℓℓ ′ [(K1P )−mfK3] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.4)

−2β
√
nK3

[√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ +
√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
.

Выражения для Rs ′s
SS , соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по-

лучаются следующей заменой: Pα → P ′
α, Im,n ↔ I ′

m,n.

2. В случае, когда j является скалярным током, а j ′ представляет собой

псевдоскалярный ток (k = S, k ′ = P ), мы получим

R++
PS = −gSg ′

P jSj
′
P

{
2β

√
ℓℓ ′ [(K2P ) +mfK4] I ′

n,ℓ′In,ℓ − (А.5)

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K2P )−mfK4] In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 −

−2β
√
nK4

[√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ −
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R++
SP = gSg

′
P jSj

′
P

{
2β

√
ℓℓ ′ [(K2P

′)−mfK4] In,ℓ′I ′
n,ℓ − (А.6)

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K2P
′) +mfK4] In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−2β
√
nK4

[√
ℓ(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ −
√
ℓ ′(Mℓ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]}
;

R+−
PS = −igSg

′
P jSj

′
P

{√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K1P ) +mfK3] I ′

n,ℓ′In,ℓ + (А.7)

+
√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K1P )−mfK3] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

−
√
2βn K3

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;
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R+−
SP = igSg

′
P jSj

′
P

{√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K1P

′)−mfK3] In,ℓ′I ′
n,ℓ + (А.8)

+
√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K1P

′) +mfK3] In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 −

−
√
2βn K3

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]}
;

R−+
PS = igSg

′
P jSj

′
P

{√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K1P )−mfK3] I ′

n,ℓ′In,ℓ + (А.9)

+
√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K1P ) +mfK3] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

−
√
2βn K3

[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R−+
SP = −igSg

′
P jSj

′
P

{√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K1P

′) +mfK3] In,ℓ′I ′
n,ℓ + (А.10)

+
√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K1P

′)−mfK3] In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 −

−
√
2βn K3

[
2β

√
ℓℓ ′In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′
n−1,ℓ−1

]}
;

R−−
PS = −gSg ′

P jSj
′
P

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K2P )−mfK4] I ′

n,ℓ′In,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′ [(K2P ) +mfK4] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.11)

−2β
√
nK4

[√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ −
√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R−−
SP = gSg

′
P jSj

′
P

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K2P

′) +mfK4] In,ℓ′I ′
n,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′ [(K2P

′)−mfK4] In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 − (А.12)

−2β
√
nK4

[√
ℓ ′(Mℓ +mf)In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ −
√
ℓ(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]}
.
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3. В случае, когда j является скалярным током, а j ′ представляет собой

векторный ток (k = S, k ′ = V ), мы получим

R++
V S = gSg

′
V jS

{
− 2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.13)

×
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

−2β
√
n(K1j

′
V )
[√

ℓ(Mℓ′ +mf )I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ −

√
ℓ ′(Mℓ +mf )I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+

+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]

[√
ℓ [(K1P )−mfK3]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ−

−
√
n(Mℓ +mf )K3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[
(Mℓ +mf )[(K1P ) +mfK3]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 − 2β
√
ℓnK3I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R++
SV = gSg

′
V jS

{
− 2β

√
ℓℓ ′
[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.14)

[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−2β
√
n(K1j

′
V )
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
ℓ ′(Mℓ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

+

√
2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]
[
(Mℓ′ +mf) [(K1P

′) +mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−2β
√
ℓ ′nK3In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[√

ℓ ′ [(K1P
′)−mfK3]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n(Mℓ′ +mf)K3In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
;
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R+−
V S = −igSg

′
V jS

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 −mf(K2j

′
V )
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.15)

×
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 +mf(K2j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K2j
′
V )
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

(Mℓ′ +mf)×

×
[
(Mℓ +mf)[(K2P )−mfK4]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ + 2β
√
nℓ K4I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ ′

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×
[√

ℓ [(K2P ) +mfK4]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

√
n (Mℓ +mf ) K4 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R+−
SV = igSg

′
V jS

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 +mf (K2j

′
V )
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ +

√
2βℓ(Mℓ′ +mf )× (А.16)

×
[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 −mf(K2j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +

+
√
2βn (K2j

′
V )
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

+
(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)×

×
[
(Mℓ′ +mf)[(K2P

′) +mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ − 2β

√
nℓ ′ K4In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
+

+2β
√
ℓ
(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

×

×
[√

ℓ ′ [(K2P
′)−mfK4]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n (Mℓ′ +mf) K4 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−+
V S = −igSg

′
V jS

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 +mf(K2j

′
V )
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.17)

×
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 −mf(K2j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√
2βn (K2j

′
V )
[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ ′

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×
[√

ℓ [(K2P ) +mfK4]I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

√
n(Mℓ +mf) K4I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−

−(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

(Mℓ′ +mf)×

×
[
(Mℓ +mf)[(K2P )−mfK4]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 − 2β
√
nℓ K4 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R−+
SV = igSg

′
V jS

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 −mf(K2j

′
V )
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ +

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.18)

×
[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 +mf(K2j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K2j
′
V )
[
2β

√
ℓℓ ′In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′
n−1,ℓ−1

]
+

+2β
√
ℓ
(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

×

×
[√

ℓ ′ [(K2P
′)−mfK4]In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ −
√
n(Mℓ′ +mf) K4In−1,ℓ′I ′

n,ℓ

]
+

+
(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)×

×
[
(Mℓ′ +mf)[(K2P

′) +mfK4]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
nℓ ′ K4 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−−
V S = gSg

′
V jS

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.19)

×
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+2β
√
n(K1j

′
V )
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ −

√
ℓ(Mℓ′ +mf )I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]
[
(Mℓ +mf)[(K1P ) +mfK3]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ−

−2β
√
ℓnK3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[√

ℓ [(K1P )−mfK3]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
n (Mℓ +mf)K3I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

.

R−−
SV = gSg

′
V jS

{
(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)× (А.20)

×
[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +

+2β
√
n(K1j

′
V )
[√

ℓ ′(Mℓ +mf )In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
ℓ(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
−

−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]

[√
ℓ ′ [(K1P

′)−mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−
√
n (Mℓ′ +mf)K3In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
+

√
2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K1P

′) +mfK3]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
ℓ ′nK3In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
.
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4. В случае, когда j является скалярным током, а j ′ представляет собой

псевдовекторный ток (k = S, k ′ = A), мы получим

R++
AS = gSg

′
AjS

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
× (А.21)

×I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β

√
n(K2j

′
A)
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ+

+
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]×

×
[√

ℓ [(K2P ) +mfK4]I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

√
n(Mℓ +mf)K4I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[
(Mℓ +mf)[(K2P )−mfK4]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 + 2β
√
ℓn K4I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R++
SA = gSg

′
AjS

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 +mf(K2j

′
A)
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 −mf(K2j

′
A)
]
× (А.22)

×In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 + 2β

√
n(K2j

′
A)
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ+

+
√
ℓ ′(Mℓ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

√
2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K2P

′) +mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ − 2β

√
ℓ ′n K4In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
+

+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[√

ℓ ′ [(K2P
′)−mfK4]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n(Mℓ′ +mf)K4In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
;
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R+−
AS = igSg

′
AjS

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.23)

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K1j
′
A)
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

(Mℓ′ +mf)×

×
[
(Mℓ +mf)[(K1P ) +mfK3]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
nℓ K3I ′

n,ℓ′−1 + In−1,ℓ−1

]

+2β
√
ℓ ′

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×
[√

ℓ [(K1P )−mfK3]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
n (Mℓ +mf) K3 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R+−
SA = −igSg

′
AjS

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ −

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.24)

×
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −mf (K1j

′
A)
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−
√
2βn (K1j

′
A)
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]

−(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

(Mℓ +mf)×

×
[
(Mℓ′ +mf)[(K1P

′) +mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ ′ − 2β

√
nℓ ′ K3In−1,ℓ′I ′

n,ℓ

]
+

+2β
√
ℓ
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

×

×
[√

ℓ ′ [(K1P
′)−mfK3]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n (Mℓ′ +mf) K3 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−+
AS = igSg

′
AjS

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.25)

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K1j
′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ ′

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×
[√

ℓ [(K1P )−mfK3]I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

√
n(Mℓ +mf) K3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

+
(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)×

×
[
(Mℓ +mf)[(K1P ) +mfK3]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 + 2β
√
nℓ K3 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R−+
SA = −igSg

′
AjS

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf )

[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ −

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.26)

×
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−
√
2βn (K1j

′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′
n−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

×

×
[√

ℓ ′ [(K1P
′)−mfK3]In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ −
√
n(Mℓ +mf ) K3In−1,ℓ′I ′

n,ℓ

]
+

+
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)×

×
[
(Mℓ′ +mf)[(K1P

′) +mfK3]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 + 2β

√
nℓ ′ K3 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−−
AS = gSg

′
AjS

{
− (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )× (А.27)

×
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

−2β
√
n(K2j

′
A)
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ +

√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+

+

√
2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]
[
(Mℓ +mf )[(K2P )−mfK4]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ+

+2β
√
ℓn K4I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ−1

]
+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[√

ℓ [(K2P ) +mfK4]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

√
n (Mℓ +mf)K4I ′

n,ℓ′In−1,ℓ

]}
;

R−−
SA = gSg

′
AjS

{
− (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.28)

×
[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 −mf(K2j

′
A)
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 +mf(K2j

′
A)
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−2β
√
n(K2j

′
A)
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ +

√
ℓ(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
−

−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]

[√
ℓ ′ [(K2P

′) +mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−
√
n (Mℓ′ +mf)K4In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
−
√

2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K2P

′)−mfK4]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
ℓ ′n K4In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
;
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5. В случае, когда j и j ′ являются псевдоскалярными токами (k, k ′ = P ),

вычисления дают

R++
PP = −gPg ′

P jP j
′
P

{
2β

√
ℓℓ ′ [(K1P ) +mfK3] I ′

n,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K1P )−mfK3] I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.29)

−2β
√
nK3

[√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ +
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R+−
PP = −igPg

′
P jP j

′
P

{√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K2P ) +mfK4] I ′

n,ℓ′In,ℓ −

−
√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K2P )−mfK4] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.30)

−
√
2βn K4

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R−+
PP = igPg

′
P jP j

′
P

{√
2βℓ (Mℓ′ +mf) [(K2P )−mfK4] I ′

n,ℓ′In,ℓ −

−
√
2βℓ ′ (Mℓ +mf) [(K2P ) +mfK4] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.31)

−
√
2βn K4

[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
;

R−−
PP = −gPg ′

P jP j
′
P

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(K1P )−mfK3] I ′

n,ℓ′In,ℓ +

+2β
√
ℓℓ ′ [(K1P ) +mfK3] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − (А.32)

−2β
√
nK3

[√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ +
√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]}
.

Выражения для Rs ′s
PP , соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по-

лучаются следующей заменой: Pα → P ′
α, Im,n ↔ I ′

m,n.
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6. В случае, когда j является псевдоскалярным током, а j ′ представляет

собой векторный ток (k = P, k ′ = V ), мы получим

R++
V P = −gPg ′

V jP

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 −mf(K2j

′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 +mf(K2j

′
V )
]
× (А.33)

×I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β

√
n(K2j

′
V )
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ+

+
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]×

×
[√

ℓ [(K2P )−mfK4]I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

√
n(Mℓ +mf)K4I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[
(Mℓ +mf)[(K2P ) +mfK4]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 + 2β
√
ℓn K4I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R++
PV = gPg

′
V jP

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 −mf(K2j

′
V )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 +mf (K2j

′
V )
]
× (А.34)

×In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 + 2β

√
n(K2j

′
V )
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ+

+
√
ℓ ′(Mℓ +mf )In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

√
2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K2P

′)−mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ − 2β

√
ℓ ′n K4In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]

+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[√

ℓ ′ [(K2P
′) +mfK4]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n(Mℓ′ +mf)K4In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
;
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R+−
V P = −igPg

′
V jP

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.35)

×
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√
2βn (K1j

′
V )
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

(Mℓ′ +mf)
[
(Mℓ +mf )[(K1P )−mfK3]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ−

−2β
√
nℓ K3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+ 2β

√
ℓ ′

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×
[√

ℓ [(K1P ) +mfK3]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
n (Mℓ +mf) K3 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R+−
PV = −igPg

′
V jP

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ −

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.36)

×
[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−
√
2βn (K1j

′
V )
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
−

−(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

(Mℓ +mf)
[
(Mℓ′ +mf )[(K1P

′)−mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ ′−

−2β
√
nℓ ′ K3In−1,ℓ′I ′

n,ℓ

]
+ 2β

√
ℓ
(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

×

×
[√

ℓ ′ [(K1P
′) +mfK3]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n (Mℓ′ +mf) K3 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−+
V P = −igPg

′
V jP

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.37)

×
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K1j
′
V )
[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ ′

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

[√
ℓ [(K1P ) +mfK3]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ−

−
√
n(Mℓ +mf ) K3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

(Mℓ′ +mf)×

×
[
(Mℓ +mf)[(K1P )−mfK3]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 + 2β
√
nℓ K3 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R−+
PV = −igPg

′
V jP

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 +mf(K1j

′
V )
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ −

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.38)

×
[
(P ′Λ̃j ′V )K3 − (P ′ϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−
√
2βn (K1j

′
V )
[
2β

√
ℓℓ ′In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )In,ℓ′I ′
n−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ
(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

[√
ℓ ′ [(K1P

′) +mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−
√
n(Mℓ +mf) K3In−1,ℓ′I ′

n,ℓ

]
+

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

(Mℓ +mf)×

×
[
(Mℓ′ +mf)[(K1P

′)−mfK3]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 + 2β

√
nℓ ′ K3 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−−
V P = −gPg ′

V jP

{
− (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.39)

×
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 +mf(K2j

′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 −mf(K2j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

−2β
√
n(K2j

′
V )
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ +

√
ℓ(Mℓ′ +mf )I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+

+

√
2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]
[
(Mℓ +mf)[(K2P ) +mfK4]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ+

+2β
√
ℓn K4I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ−1

]
+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[√

ℓ [(K2P )−mfK4]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

√
n (Mℓ +mf)K4I ′

n,ℓ′In−1,ℓ

]}
;

R−−
PV = gPg

′
V jP

{
− (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)× (А.40)

×
[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 +mf(K2j

′
V )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P ′ϕ̃j ′V )K3 − (P ′Λ̃j ′V )K4 −mf(K2j

′
V )
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −

−2β
√
n(K2j

′
V )
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ +

√
ℓ(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
−

−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]

[√
ℓ ′ [(K2P

′)−mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−
√
n (Mℓ′ +mf)K4In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
−
√

2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K2P

′) +mfK4]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
ℓ ′n K4In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
;
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7. В случае, когда j является псевдоскалярным током, а j ′ представляет

собой псевдовекторный ток (k = P, k ′ = A), мы получим

R++
AP = −gPg ′

AjP

{
− 2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
× (А.41)

×I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 − 2β

√
n(K1j

′
A)
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−

−
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]×

×
[√

ℓ [(K1P ) +mfK3]I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

√
n(Mℓ +mf)K3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[
(Mℓ +mf)[(K1P )−mfK3]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 − 2β
√
ℓnK3I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R++
PA = gPg

′
AjP

{
− 2β

√
ℓℓ ′
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
× (А.42)

×In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1 − 2β

√
n(K1j

′
A)
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ−

−
√
ℓ ′(Mℓ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

√
2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K1P

′)−mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ − 2β

√
ℓ ′nK3In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
−

−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[√

ℓ ′ [(K1P
′) +mfK3]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n(Mℓ′ +mf)K3In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
;
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R+−
AP = igPg

′
AjP

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.43)

×
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K2j
′
A)
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

(Mℓ′ +mf)
[
(Mℓ +mf)[(K2P ) +mfK4]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ+

+2β
√
nℓ K4I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
− 2β

√
ℓ ′

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×
[√

ℓ [(K2P )−mfK4]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

√
n (Mℓ +mf) K4 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R+−
PA = igPg

′
AjP

{√
2βℓ ′(Mℓ +mf)

[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 −mf(K2j

′
A)
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ +

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)× (А.44)

×
[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 +mf(K2j

′
A)
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K2j
′
A)
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

+
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)
[
(Mℓ′ +mf)[(K2P

′)−mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

2β
√
nℓ ′ K4In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
+ 2β

√
ℓ
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

×

×
[√

ℓ ′ [(K2P
′) +mfK4]In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√
n (Mℓ′ +mf ) K4 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−+
AP = igPg

′
AjP

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.45)

×
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K2j
′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓ ′

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

[√
ℓ [(K2P )−mfK4]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ+

+
√
n(Mℓ +mf ) K4I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
− (q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)×

×
[
(Mℓ +mf )[(K2P ) +mfK4]I ′

n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 − 2β
√
nℓ K4 I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

;

R−+
PA = igPg

′
AjP

{√
2βℓ(Mℓ′ +mf)

[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 +mf(K2j

′
A)
]
×

×In,ℓ′I ′
n,ℓ +

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)× (А.46)

×
[
(P ′ϕ̃j ′A)K3 − (P ′Λ̃j ′A)K4 −mf(K2j

′
A)
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +

+
√

2βn (K2j
′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′
n−1,ℓ−1

]
+

+2β
√
ℓ
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

[√
ℓ ′ [(K2P

′) +mfK4]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−
√
n(Mℓ′ +mf) K4In−1,ℓ′I ′

n,ℓ

]
+

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

(Mℓ +mf)×

×
[
(Mℓ′ +mf)[(K2P

′)−mfK4]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
nℓ ′ K4 In,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1

]}
;
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R−−
AP = −gPg ′

AjP

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.47)

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

+2β
√
n(K1j

′
A)
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ −

√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]
[
(Mℓ +mf)[(K1P )−mfK3]I ′

n,ℓ′−1In,ℓ−

−2β
√
ℓnK3I ′

n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

√
2β

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf) [(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[√

ℓ [(K1P ) +mfK3]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
n (Mℓ +mf)K3I ′

n−1,ℓ′In,ℓ
]}

.

R−−
PA = gPg

′
AjP

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.48)

×
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +

+2β
√
n(K1j

′
A)
[√

ℓ ′(Mℓ +mf )In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
ℓ(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
−

−
√

2β

q ′2
⊥

(Mℓ +mf) [(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]

[√
ℓ ′ [(K1P

′) +mfK3]In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−

−
√
n (Mℓ′ +mf)K3In,ℓ′I ′

n−1,ℓ

]
+

√
2βℓ

q ′2
⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]×

×
[
(Mℓ′ +mf) [(K1P

′)−mfK3]In,ℓ′I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
ℓ ′nK3In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ−1

]}
.
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8. В случае, когда j и j ′ являются векторными токами (k, k ′ = V ), вычис-

ления дают

R++
V V = gV g

′
V

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′V )(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )(K1P )−

−mf [(jV Λ̃j
′
V )K3 + (jV ϕ̃j

′
V )K4]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.49)

×
[
(P Λ̃j ′V )(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )(K1P ) +mf [(jV Λ̃j

′
V )K3 +

+(jV ϕ̃j
′
V )K4]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β

√
n [(jV Λ̃j

′
V )K3 + (jV ϕ̃j

′
V )K4]×

×
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ +

√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]

[
(P Λ̃jV )K3 − (Pϕ̃jV )K4 −

−mf (K1jV )
]
I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf )[(qΛjV )− i(qϕjV )]×

×
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 −

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf)×

×[(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )]
[
(P Λ̃jV )K3 − (Pϕ̃jV )K4 +mf(K1jV )

]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

−
√

2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′ΛjV ) + i(q ′ϕjV )]

[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +

+mf (K1j
′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(jVΛj

′
V ) + i(jVϕj

′
V )] ×

×[(K1P )−mfK3]
(qΛq ′)− i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 + 2β

√
ℓℓ ′[(jVΛj

′
V )−

−i(jVϕj
′
V )][(K1P ) +mfK3]

(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ −

√
2βn (K1jV )×

×
[
2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)×
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×(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−
√

2βn (K1j
′
V )
[
(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)×

×(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 + 2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+

+2β
√
n K3

[√
ℓ ′ (Mℓ +mf )

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 +

√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R+−
V V = igV g

′
V

{√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′V )(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
V )− (А.50)

−(jV Λ̃j
′
V )(K2P )−mf [(jV Λ̃j

′
V )K4 + (jV ϕ̃j

′
V )K3]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ×

×(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′V )(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )(K2P ) +

+mf [(jV Λ̃j
′
V )K4 + (jV ϕ̃j

′
V )K3]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

√
2βn [(jV Λ̃j

′
V )K4 +

+(jV ϕ̃j
′
V )K3]

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√

q ′2
⊥

[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 −

−mf(K2jV )
]
I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛjV )− i(qϕjV )]
[
(P Λ̃j ′V )K4 +

+(Pϕ̃j ′V )K3 −mf (K2j
′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 +

2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )]×

×
[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 +mf(K2jV )

]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
(q ′ΛjV ) + i(q ′ϕjV )√

q ′2
⊥

[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3+
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+mf(K2j
′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ −

√
2βℓ (Mℓ′ +mf )[(jVΛj

′
V ) + i(jVϕj

′
V )] ×

×[(K2P )−mfK4]
(qΛq ′)− i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)×

×[(jVΛj
′
V )− i(jVϕj

′
V )] [(K2P ) +mfK4]

(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ −

−2β
√
n (K2jV )

[√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ −

−
√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

+2β
√
n (K2j

′
V )
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf )
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 −

−
√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
−

−
√

2βn K4

[
2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 −

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
(qΛjV ) + i(qϕjV )√

q2
⊥

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R−+
V V = igV g

′
V

{
−
√
2βℓ (Mℓ +m ′

f)
[
(P Λ̃j ′V )(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
V )−

−(jV Λ̃j
′
V )(K2P ) +mf [(jV Λ̃j

′
V )K4 + (jV ϕ̃j

′
V )K3]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ ′ × (А.51)

×(Mℓ +mf)
[
(P Λ̃j ′V )(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )(K2P )−

−mf [(jV Λ̃j
′
V )K4 + (jV ϕ̃j

′
V )K3]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

√
2βn

[
(jV Λ̃j

′
V )K4 +

+(jV ϕ̃j
′
V )K3

][
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+

+
2β

√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]
[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 +mf(K2jV )

]
×
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×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

[
(P Λ̃j ′V )K4 +

+(Pϕ̃j ′V )K3 +mf (K2j
′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 −

(qΛj ′V )− i(qϕj ′V )√
q2

⊥

(Mℓ +mf)×

×(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 −mf(K2jV )

]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

2β
√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

×

×[(q ′ΛjV ) + i(q ′ϕjV )]
[
(P Λ̃j ′V )K4 + (Pϕ̃j ′V )K3 −mf(K2j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ +

+
√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)[(jVΛj

′
V ) + i(jVϕj

′
V )] [(K2P ) +mfK4]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 −

√
2βℓ (Mℓ′ +mf)[(jVΛj

′
V )− i(jVϕj

′
V )] [(K2P )−mfK4]×

×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ + 2β

√
n (K2jV )

[√
ℓ (Mℓ′ +mf )×

×(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ −

√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
− 2β

√
n (K2j

′
V )
[√

ℓ (Mℓ′ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 −

√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+

+
√
2βn K4

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 − 2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R−−
V V = gV g

′
V

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′V )(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
V )−

−(jV Λ̃j
′
V )(K1P ) +mf [(jV Λ̃j

′
V )K3 + (jV ϕ̃j

′
V )K4]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ + 2β

√
ℓℓ ′ ×

×
[
(P Λ̃j ′V )(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
V )− (jV Λ̃j

′
V )(K1P )−mf [(jV Λ̃j

′
V )K3+

+(jV ϕ̃j
′
V )K4]] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β
√
n[(jV Λ̃j

′
V )K3 + (jV ϕ̃j

′
V )K4]× (А.52)
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×
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ +

√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

×

×(Mℓ +mf)[(q
′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )]

[
(P Λ̃jV )K3 − (Pϕ̃jV )K4 +mf(K1jV )

]
×

×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(qΛjV )− i(qϕjV )]
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 +

+mf(K1j
′
V )
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 −

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(qΛj
′
V )− i(qϕj ′V )]

[
(P Λ̃jV )K3 −

−(Pϕ̃jV )K4 −mf(K1jV )
]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
2βℓ ′

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)[(q
′ΛjV ) +

+i(q ′ϕjV )]
[
(P Λ̃j ′V )K3 + (Pϕ̃j ′V )K4 −mf(K1j

′
V )
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ +

+2β
√
ℓℓ ′ [(jVΛj

′
V ) + i(jVϕj

′
V )][(K1P ) +mfK3]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(jVΛj
′
V )− i(jVϕj

′
V )] [(K1P )−mfK3]×

×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ −

√
2βn (K1jV )

[
(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)×

×(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ + 2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−
√

2βn (K1j
′
V )
[
2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 + (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+

+2β
√
n K3

[√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′V )− i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 +

+
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′V ) + i(q ′ϕj ′V )√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
.

Выражения для Rs ′s
V V , соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по-

лучаются следующей заменой: Pα → P ′
α, qα ↔ −q ′α, jV α ↔ j ′V α Im,n ↔ I ′

m,n.
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9. В случае, когда j является векторным током, а j ′ представляет собой

псевдовекторный ток (k = V, k ′ = A), мы получим

R++
AV = −gV g ′

A

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P )+

+mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 + (jV ϕ̃j

′
A)K3]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)×

×(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j
′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P )−mf [(jV Λ̃j

′
A)K4 + (jV ϕ̃j

′
A)K3]

]
×

×I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β

√
n[(jV Λ̃j

′
A)K4 + (jV ϕ̃j

′
A)K3]

[√
ℓ(Mℓ′ +mf)×

×I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ −

√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−
√

2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)× (А.53)

×[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]
[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 +mf(K2jV )

]
I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

+

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf)[(qΛjV )− i(qϕjV )]
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
×

×I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 +

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf)[(qΛj
′
A)− i(qϕj ′A)]

[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 −

−mf(K2jV )
]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′ΛjV ) + i(q ′ϕjV )]

[
(P Λ̃j ′A)×

×K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j
′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)×

×[(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)] [(K2P ) +mfK4]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

+2β
√
ℓℓ ′ [(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)][(K2P )−mfK4]

(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ −

−
√
2βn (K2jV )

[
2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ − (Mℓ +mf )×

×(Mℓ′ +mf)
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+
√

2βn (K2j
′
A)
[
(Mℓ +mf)×
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×(Mℓ′ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 − 2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
− 2β

√
n K4

[√
ℓ ′ (Mℓ +mf )

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 −

√
ℓ (Mℓ′ +mf )

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R++
V A = −gV g ′

A

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P ′Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P ′Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P

′)−

−mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 − (jV ϕ̃j

′
A)K3]

]
In,ℓ′I ′

n,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)× (А.54)

×
[
(P ′Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P ′Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P

′) +mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 −

−(jV ϕ̃j
′
A)K3]

]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 + 2β
√
n[(jV Λ̃j

′
A)K4 − (jV ϕ̃j

′
A)K3]×

×
[√

ℓ(Mℓ′ +mf)In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
ℓ ′(Mℓ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

√
2βℓ

q2
⊥

×

×(Mℓ′ +mf)[(qΛjV ) + i(qϕjV )]
[
(P ′Λ̃j ′A)K4 − (P ′ϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
×

×In,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
2βℓ ′

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)[(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]

[
(P ′Λ̃jV )K4 + (P ′ϕ̃jV )×

×K3 −mf (K2jV )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)[(q
′ΛjV )− i(q ′ϕjV )]×

×
[
(P ′Λ̃j ′A)K4 − (P ′ϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
In−1,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1 +

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)×

×[(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)]
[
(P ′Λ̃jV )K4 + (P ′ϕ̃jV )K3 +mf(K2jV )

]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ −

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)[(jVΛj
′
A)− i(jVϕj

′
A)] [(K2P

′)−mfK4]×
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×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 + 2β

√
ℓℓ ′ [(jVΛj

′
A) + i(jVϕj

′
A)]×

×[(K2P
′) +mfK4]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n−1,ℓ +

√
2βn (K2j

′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′ ×

×(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1

]
−
√

2βn (K2jV )
[
(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 − 2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In,ℓ′I ′
n−1,ℓ

]
− 2β

√
n K4 ×

×
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ−1 −

−
√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ

]}
;

R+−
AV = −igV g

′
A

{
−
√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
A)−

−(jV Λ̃j
′
A)(K1P )−mf [(jV Λ̃j

′
A)K3 + (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ× (А.55)

×(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K1P )−mf ×

×[(jV Λ̃j
′
A)K3 + (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

√
2βn [(jV Λ̃j

′
A)K3 +

+(jV ϕ̃j
′
A)K4]

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

[
(P Λ̃jV )K3 − (Pϕ̃jV )K4 +mf ×

×(K1jV )
]
I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛjV )− i(qϕjV )]
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +

+mf(K1j
′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 −

2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)]
[
(P Λ̃jV )K3 − (Pϕ̃jV )×
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×K4 −mf (K1jV )
]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(q ′ΛjV ) + i(q ′ϕjV )√
q ′2

⊥

×

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ +

√
2βℓ×

×(Mℓ′ +mf)[(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)][(K1P ) +mfK3]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

×

× I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)[(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)]×

×[(K1P )−mfK3]
(qΛq ′) + i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ − 2β

√
n (K1jV )×

×
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)
(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ +

√
ℓ (Mℓ′ +mf)×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
− 2β

√
n (K1j

′
A)
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)×

×(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 +

√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+
√

2βn K3

[
2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 + (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R+−
V A = −igV g

′
A

{
−
√

2βℓ ′ (Mℓ +mf)
[
(P ′Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P ′Λ̃jV )(K1j

′
A)−

−(jV Λ̃j
′
A)(K1P

′) +mf [(jV Λ̃j
′
A)K3 − (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
In,ℓ′I ′

n,ℓ +
√

2βℓ× (А.56)

×(Mℓ′ +mf)
[
(P ′Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P ′Λ̃jV )(K1j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K1P

′) +mf ×

×[(jV Λ̃j
′
A)K3 − (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 +
√

2βn [(jV Λ̃j
′
A)K3 −

−(jV ϕ̃j
′
A)K4]

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + 2β
√
ℓℓ ′In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+
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+(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)
(qΛjV ) + i(qϕjV )√

q2
⊥

[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −

−mf(K1j
′
A)
]
In,ℓ′−1I ′

n,ℓ ++
2β

√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]
[
(P ′Λ̃jV )K3 +

+(P ′ϕ̃jV )K4 −mf(K1jV )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 ++
2β

√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′ΛjV )− i(q ′ϕjV )]×

×
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
In−1,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1 + (Mℓ +mf)×

×(Mℓ′ +mf)
(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)√

q2
⊥

[
(P ′Λ̃jV )K3 + (P ′ϕ̃jV )K4 +mf(K1jV )

]
×

×In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ +

√
2βℓ (Mℓ′ +mf)[(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)][(K1P

′)−mfK3]×

×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 +

√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)[(jVΛj

′
A) + i(jVϕj

′
A)]×

×[(K1P
′) +mfK3]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n−1,ℓ + 2β

√
n (K1j

′
A)×

×
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ +

√
ℓ (Mℓ′ +mf)×

×(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1

]
+ 2β

√
n (K1jV )

[√
ℓ ′ (Mℓ +mf)×

×(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 +

√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×In,ℓ′I ′
n−1,ℓ

]
+
√

2βn K3

[
2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ−1 + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ

]}
;
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R−+
AV = −igV g

′
A

{
−
√
2βℓ (Mℓ +m ′

f)
[
(P Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
A)−(А.57)

−(jV Λ̃j
′
A)(K1P )−mf [(jV Λ̃j

′
A)K3 + (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ ′ ×

×(Mℓ +mf )
[
(P Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P Λ̃jV )(K1j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K1P ) +

+mf [(jV Λ̃j
′
A)K3 + (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

√
2βn [(jV Λ̃j

′
A)K3 +

+(jV ϕ̃j
′
A)K4]

[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ + (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+

+
2β

√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]
[
(P Λ̃jV )K3 − (Pϕ̃jV )K4 −mf(K1jV )

]
×

×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ + (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

×

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 +

+(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)
(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)√

q2
⊥

[
(P Λ̃jV )K3 −

−(Pϕ̃jV )K4 +mf(K1jV )
]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

2β
√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′ΛjV ) + i(q ′ϕjV )] ×

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ −

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)×

×[(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)][(K1P )−mfK3]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 −

−
√
2βℓ (Mℓ′ +mf)[(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)] [(K1P ) +mfK3]

(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ + 2β

√
n (K1jV )

[√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ +

+
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+ 2β

√
n (K1j

′
A)×

×
[√

ℓ (Mℓ′ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 +

√
ℓ ′ (Mℓ +mf)×
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×(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
−
√

2βn K3

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)×

×(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 +

+2β
√
ℓℓ ′

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R−+
V A = −igV g

′
A

{
−
√
2βℓ (Mℓ +m ′

f )
[
(P ′Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P ′Λ̃jV )(K1j

′
A)−(А.58)

−(jV Λ̃j
′
A)(K1P

′) +mf [(jV Λ̃j
′
A)K3 − (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
In,ℓ′I ′

n,ℓ −
√
2βℓ ′ ×

×(Mℓ +mf)
[
(P ′Λ̃j ′A)(K1jV ) + (P ′Λ̃jV )(K1j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K1P

′)−

−mf [(jV Λ̃j
′
A)K3 − (jV ϕ̃j

′
A)K4]

]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 −
√

2βn [(jV Λ̃j
′
A)K3 −

−(jV ϕ̃j
′
A)K4]

[
2β

√
ℓℓ ′In−1,ℓ′−1I ′

n,ℓ + (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′
n−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛjV ) + i(qϕjV )]
[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
×

×In,ℓ′−1I ′
n,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

[
(P ′Λ̃jV )K3 +

+(P ′ϕ̃jV )K4 +mf(K1jV )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)×

×(q ′ΛjV )− i(q ′ϕjV )√
q ′2

⊥

[
(P ′Λ̃j ′A)K3 − (P ′ϕ̃j ′A)K4 −mf(K1j

′
A)
]
In−1,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1 −

−2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)]
[
(P ′Λ̃jV )K3 + (P ′ϕ̃jV )K4 −mf(K1jV )

]
×

×In−1,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ −

√
2βℓ ′(Mℓ +mf)[(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)][(K1P

′) +mfK3]×

×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 −

√
2βℓ (Mℓ′ +mf )[(jVΛj

′
A) + i(jVϕj

′
A)]×
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×[(K1P
′)−mfK3]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n−1,ℓ −

−2β
√
n (K1j

′
A)
[√

ℓ (Mℓ′ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ +

+
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1

]
−

−2β
√
n (K1jV )

[√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 +

+
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In,ℓ′I ′
n−1,ℓ

]
−
√
2βn K3 ×

×
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ−1 +

+2β
√
ℓℓ ′

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ

]}
;

R−−
AV = −gV g ′

A

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
A)−(А.59)

−(jV Λ̃j
′
A)(K2P )−mf [(jV Λ̃j

′
A)K4 + (jV ϕ̃j

′
A)K3]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ − 2β

√
ℓℓ ′ ×

×
[
(P Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P ) +mf [(jV Λ̃j

′
A)K4+

+(jV ϕ̃j
′
A)K3]] I ′

n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β
√
n[(jV Λ̃j

′
A)K4 + (jV ϕ̃j

′
A)K3]×

×
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ −

√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

×

×(Mℓ +mf)[(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]

[
(P Λ̃jV )K4 − (Pϕ̃jV )K3 −mf (K2jV )

]
×

×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(qΛjV )− i(qϕjV )]
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −

−mf(K2j
′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 +

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(qΛj
′
A)− i(qϕj ′A)]

[
(P Λ̃jV )K4−
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−(Pϕ̃jV )K3 +mf (K2jV )
]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
2βℓ ′

q ′2
⊥

(Mℓ +mf)[(q
′ΛjV ) +

+i(q ′ϕjV )]
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ − 2β

√
ℓℓ ′ ×

×[(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)] [(K2P )−mfK4]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)[(jVΛj
′
A)− i(jVϕj

′
A)][(K2P ) +mfK4]×

×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ −

√
2βn (K2jV )

[
(Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)×

×(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ − 2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

+
√
2βn (K2j

′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 −

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
(qΛjV ) + i(qϕjV )√

q2
⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
− 2β

√
n K4 ×

×
[√

ℓ (Mℓ′ +mf)
(qΛjV )− i(qϕjV )√

q2
⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 −

−
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R−−
V A = −gV g ′

A

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

[
(P ′Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P ′Λ̃jV )(K2j

′
A)−

−(jV Λ̃j
′
A)(K2P

′) +mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 − (jV ϕ̃j

′
A)K3]

]
In,ℓ′I ′

n,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′ ×

×
[
(P ′Λ̃j ′A)(K2jV ) + (P ′Λ̃jV )(K2j

′
A)− (jV Λ̃j

′
A)(K2P

′)−mf [(jV Λ̃j
′
A)K4 −

−(jV ϕ̃j
′
A)K3]

]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ−1 + 2β
√
n[(jV Λ̃j

′
A)K4 − (jV ϕ̃j

′
A)K3]× (А.60)

×
[√

ℓ ′(Mℓ +mf )In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
ℓ(Mℓ′ +mf)In,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1

]
+

√
2βℓ ′

q2
⊥

×

×(Mℓ +mf )[(qΛjV ) + i(qϕjV )]
[
(P ′Λ̃j ′A)K4 − (P ′ϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
×
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×In,ℓ′−1I ′
n,ℓ −

√
2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)]

[
(P ′Λ̃jV )K4 + (P ′ϕ̃jV )×

×K3 +mf(K2jV )
]
In,ℓ′I ′

n,ℓ−1 −
√

2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′ΛjV )− i(q ′ϕjV )]×

×
[
(P ′Λ̃j ′A)K4 − (P ′ϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
In−1,ℓ′I ′

n−1,ℓ−1 +

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf)×

×[(qΛj ′A) + i(qϕj ′A)]
[
(P ′Λ̃jV )K4 + (P ′ϕ̃jV )K3 −mf(K2jV )

]
In−1,ℓ′−1I ′

n−1,ℓ −

−2β
√
ℓℓ ′[(jVΛj

′
A)− i(jVϕj

′
A)] [(K2P

′) +mfK4]
(qΛq ′) + i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1 +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(jVΛj
′
A) + i(jVϕj

′
A)][(K2P

′)−mfK4]×

×(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n−1,ℓ +

√
2βn (K2j

′
A)
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )×

×(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ − 2β

√
ℓℓ ′

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ−1

]
−

−
√
2βn (K2jV )

[
2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′−1I ′
n,ℓ−1−

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

In,ℓ′I ′
n−1,ℓ

]
−

−2β
√
n K4

[√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjV )− i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In−1,ℓ′I ′
n,ℓ−1 −

−
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjV ) + i(qϕjV )√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

In,ℓ′−1I ′
n−1,ℓ

]}
.
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10. В случае, когда j и j ′ являются псевдовекторными токами (k, k ′ = A),

вычисления дают

R++
AA = gAg

′
A

{
2β

√
ℓℓ ′
[
(P Λ̃j ′A)(K1jA) + (P Λ̃jA)(K1j

′
A)− (А.61)

−(jAΛ̃j
′
A)(K1P ) +mf [(jAΛ̃j

′
A)K3 + (jAϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ + (Mℓ +mf)×

×(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′A)(K1jA) + (P Λ̃jA)(K1j

′
A)− (jAΛ̃j

′
A)(K1P )−

−mf [(jAΛ̃j
′
A)K3 + (jAϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β

√
n[(jAΛ̃j

′
A)K3 +

+(jAϕ̃j
′
A)K4]

[√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ +
√
ℓ ′(Mℓ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]

[
(P Λ̃jA)K3 − (Pϕ̃jA)K4 +

+mf(K1jA)
]
I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf)[(qΛjA)− i(qϕjA)]×

×
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 −

√
2βℓ ′

q2
⊥

(Mℓ +mf)×

×[(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)]
[
(P Λ̃jA)K3 − (Pϕ̃jA)K4 −mf(K1jA)

]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

−
√

2βℓ

q ′2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(q
′ΛjA) + i(q ′ϕjA)]

[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −

−mf(K1j
′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ + (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)[(jAΛj

′
A) + i(jAϕj

′
A)]×

×[(K1P ) +mfK3]
(qΛq ′)− i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 + 2β

√
ℓℓ ′ ×

×[(jAΛj
′
A)− i(jAϕj

′
A)][(K1P )−mfK3]

(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−
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−
√

2βn (K1jA)
[
2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
−

−
√

2βn (K1j
′
A)
[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 +

+2β
√
ℓℓ ′

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+ 2β

√
n K3 ×

×
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)
(qΛjA)− i(qϕjA)√

q2
⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 +

+
√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R+−
AA = igAg

′
A

{√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)(K2jA) + (P Λ̃jA)(K2j

′
A)− (А.62)

−(jAΛ̃j
′
A)(K2P ) +mf [(jAΛ̃j

′
A)K4 + (jAϕ̃j

′
A)K3]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ −

√
2βℓ×

×(Mℓ′ +mf)
[
(P Λ̃j ′A)(K2jA) + (P Λ̃jA)(K2j

′
A)− (jAΛ̃j

′
A)(K2P )−

−mf [(jAΛ̃j
′
A)K4 + (jAϕ̃j

′
A)K3]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 +

√
2βn [(jAΛ̃j

′
A)K4 +

+(jAϕ̃j
′
A)K3]

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − 2β
√
ℓℓ ′I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−

−(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )
(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

[
(P Λ̃jA)K4 − (Pϕ̃jA)K3 +

+mf(K2jA)
]
I ′
n,ℓ′−1In,ℓ +

2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛjA)− i(qϕjA)]
[
(P Λ̃j ′A)K4 +

+(Pϕ̃j ′A)K3 +mf (K2j
′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 +

2β
√
ℓℓ ′√
q2

⊥

[(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)]×

×
[
(P Λ̃jA)K4 − (Pϕ̃jA)K3 −mf (K2jA)

]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 − (Mℓ +mf)×
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×(Mℓ′ +mf)
(q ′ΛjA) + i(q ′ϕjA)√

q ′2
⊥

[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j

′
A)
]
×

×I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ −

√
2βℓ(Mℓ′ +mf)[(jAΛj

′
A) + i(jAϕj

′
A)] [(K2P ) +mfK4]×

×(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)[(jAΛj

′
A)− i(jAϕj

′
A)]×

×[(K2P )−mfK4]
(qΛq ′) + i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ − 2β

√
n (K2jA)×

×
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)
(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ −

√
ℓ (Mℓ′ +mf)×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+ 2β

√
n (K2j

′
A)
[√

ℓ ′ (Mℓ +mf)×

×(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 −

√
ℓ (Mℓ′ +mf)

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
−
√

2βn K4

[
2β

√
ℓℓ ′

(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

×

×I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;

R−+
AA = igAg

′
A

{
−
√

2βℓ (Mℓ +m ′
f)
[
(P Λ̃j ′A)(K2jA) + (P Λ̃jA)(K2j

′
A)−(А.63)

−(jAΛ̃j
′
A)(K2P )−mf [(jAΛ̃j

′
A)K4 + (jAϕ̃j

′
A)K3]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ +

√
2βℓ ′ ×

×(Mℓ +mf )
[
(P Λ̃j ′A)(K2jA) + (P Λ̃jA)(K2j

′
A)− (jAΛ̃j

′
A)(K2P ) +

+mf [(jAΛ̃j
′
A)K4 + (jAϕ̃j

′
A)K3]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 −

√
2βn [(jAΛ̃j

′
A)K4 +

+(jAϕ̃j
′
A)K3]

[
2β

√
ℓℓ ′I ′

n−1,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)I ′
n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
+
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+
2β

√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)][(P Λ̃jA)K4 − (Pϕ̃jA)K3 −mf (K2jA)]×

×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ − (Mℓ +mf )(Mℓ′ +mf)

(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

[
(P Λ̃j ′A)K4 +

+(Pϕ̃j ′A)K3 −mf(K2j
′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 − (Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )×

×(qΛj ′A)− i(qϕj ′A)√
q2

⊥

[(P Λ̃jA)K4 − (Pϕ̃jA)K3 +mf(K2jA)]I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 +

+
2β

√
ℓℓ ′√
q ′2

⊥

[(q ′ΛjA) + i(q ′ϕjA)]
[
(P Λ̃j ′A)K4 + (Pϕ̃j ′A)K3 +mf(K2j

′
A)
]
×

×I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ +

√
2βℓ ′ (Mℓ +mf)[(jAΛj

′
A) + i(jAϕj

′
A)] [(K2P )−mfK4]×

×(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 −

√
2βℓ (Mℓ′ +mf)[(jAΛj

′
A)− i(jAϕj

′
A)]×

×[(K2P ) +mfK4]
(qΛq ′) + i(qϕq ′)√

q2
⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ + 2β

√
n (K2jA)×

×
[√

ℓ (Mℓ′ +mf)
(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√

q ′2
⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ −

√
ℓ ′ (Mℓ +mf)×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
− 2β

√
n (K2j

′
A)
[√

ℓ (Mℓ′ +mf)×

×(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 −

√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

×

×I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+
√

2βn K4

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )

(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 − 2β

√
ℓℓ ′

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

×

×(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
;
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R−−
AA = gAg

′
A

{
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf)

[
(P Λ̃j ′A)(K1jA) + (P Λ̃jA)(K1j

′
A)− (А.64)

−(jAΛ̃j
′
A)(K1P )−mf [(jAΛ̃j

′
A)K3 + (jAϕ̃j

′
A)K4]

]
I ′
n,ℓ′In,ℓ + 2β

√
ℓℓ ′ ×

×
[
(P Λ̃j ′A)(K1jA) + (P Λ̃jA)(K1j

′
A)− (jAΛ̃j

′
A)(K1P ) +mf [(jAΛ̃j

′
A)K3 +

+(jAϕ̃j
′
A)K4]

]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ−1 + 2β

√
n [(jAΛ̃j

′
A)K3 + (jAϕ̃j

′
A)K4]×

×
[√

ℓ ′(Mℓ +mf)I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ +

√
ℓ(Mℓ′ +mf)I ′

n,ℓ′In−1,ℓ−1

]
−
√

2βℓ ′

q ′2
⊥

×

×(Mℓ +mf)[(q
′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)]

[
(P Λ̃jA)K3 − (Pϕ̃jA)K4 −mf(K1jA)

]
×

×I ′
n,ℓ′−1In,ℓ −

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(qΛjA)− i(qϕjA)]
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 −

−mf(K1j
′
A)
]
I ′
n,ℓ′In,ℓ−1 −

√
2βℓ

q2
⊥

(Mℓ′ +mf)[(qΛj
′
A)− i(qϕj ′A)]

[
(P Λ̃jA)K3 −

−(Pϕ̃jA)K4 +mf(K1jA)
]
I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ−1 −

√
2βℓ ′

q ′2
⊥

(Mℓ +mf )[(q
′ΛjA) +

+i(q ′ϕjA)]
[
(P Λ̃j ′A)K3 + (Pϕ̃j ′A)K4 +mf(K1j

′
A)
]
I ′
n−1,ℓ′−1In−1,ℓ +

+2β
√
ℓℓ ′[(jAΛj

′
A) + i(jAϕj

′
A)] [(K1P )−mfK3]

(qΛq ′)− i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In,ℓ−1 +

+(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf) [(jAΛj
′
A)− i(jAϕj

′
A)][(K1P ) +mfK3]×

×(qΛq ′) + i(qϕq ′)√
q2

⊥
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In−1,ℓ −

√
2βn (K1jA)

[
(Mℓ +mf)(Mℓ′ +mf )×

×(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ + 2β

√
ℓℓ ′

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ−1

]
+

+
√
2βn (K1j

′
A)
[
2β

√
ℓℓ ′

−(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

I ′
n−1,ℓ′−1In,ℓ−1 − (Mℓ +mf)×
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×(Mℓ′ +mf )
(qΛjA) + i(qϕjA)√

q2
⊥

I ′
n,ℓ′In−1,ℓ

]
+ 2β

√
n K3

[√
ℓ (Mℓ′ +mf)×

×(qΛjA)− i(qϕjA)√
q2

⊥

(q ′Λj ′A)− i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n−1,ℓ′In,ℓ−1 +

+
√
ℓ ′ (Mℓ +mf)

(qΛjA) + i(qϕjA)√
q2

⊥

(q ′Λj ′A) + i(q ′ϕj ′A)√
q ′2

⊥

I ′
n,ℓ′−1In−1,ℓ

]}
.

Выражения для Rs ′s
AA, соответствующие второй диаграмме на рис. 1.1, по-

лучаются следующей заменой: Pα → P ′
α, qα ↔ −q ′α, jAα ↔ j ′Aα Im,n ↔ I ′

m,n.
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Приложение Б

Пропагатор фермиона во внешнем постоянном

однородном магнитном поле

Для вычисления обобщенной амплитуды перехода jf → j ′f ′ и анализа

возможных резонансных эффектов удобно использовать пропагатор фермиона

в виде суммы по уровням Ландау [23, 217]. Его можно представить в следующем

виде:

Ŝ(X,X ′) =
∞∑

n=0

Ŝn(X,X
′) , (Б.1)

где вклад n–го уровня Ландау может быть получен из решений уравнения Ди-

рака (1.12) и записан в форме:

Ŝn(X,X
′) =

∑

s=±1

Ŝs
n(X,X

′) , (Б.2)

Ŝs
n(X,X

′) =

∫
dp0dpydpz

(2π)3
× (Б.3)

× e− i (p (X−X ′))‖+ipy (X2−X ′
2)

p2
‖
−M2

n −ℜs
Σ(p) + iℑs

Σ(p)
φspn(X1)φ̄

s
pn(X

′
1) .

Возникающие в знаменателе пропагатора (Б.3) реальная, ℜs
Σ(p), и мни-

мая, ℑs
Σ(p), части собственного значения массового оператора фермиона, соот-

ветствующие поляризационному состоянию s, есть результат вычисления ради-

ационных поправок к массе фермиона в замагниченной плазме. В частности,

мнимая часть ℑs
Σ(p) может быть получена из результатов работ [24, 61] и пред-

ставлена в следующем виде:

ℑs
Σ(p) = −1

2
p0 Γ

s
n , (Б.4)

где Γs
n – полная ширина поглощения фермиона, находящегося в поляризацион-

ном состоянии s и занимающего n-й уровень Ландау.
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Реальная часть массового оператора, ℜs
Σ(p), определяет изменение (по

сравнению с вакуумным) закона дисперсии фермиона в присутствии замагни-

ченной плазмы. Однако, как показывает анализ, в магнитных полях, харак-

терных для большинства известных астрофизических объектов (B . 1016 Гс),

поправка к массе фермиона, обусловленная вкладом ℜs
Σ(p), оказывается несу-

щественной [22, 146].

Вне резонансной области можно просуммировать (Б.2) по поляризацион-

ным состояниям фермионов. В результате получим:

Ŝn(X,X
′) =

i

2n n!

√
β

π
exp

(
− β

X2
1 +X ′ 2

1

2

)
× (Б.5)

×
∫
dp0 dpy dpz

(2π)3
e− i (p (X−X ′))‖

p2q −m2
f − 2 β n+ i ε

×

× exp

{
−
p2y
β

− py [X1 +X ′
1 − i (X2 −X ′

2)]

}
×

×
{
[(pγ)q +m] [Π−Hn(ξ)Hn(ξ

′) +Π+ 2nHn−1(ξ)Hn−1(ξ
′)] +

+ i 2n
√
β γ1 [Π−Hn−1(ξ)Hn(ξ

′)−Π+Hn(ξ)Hn−1(ξ
′)]

}
,

где ξ и ξ ′ определены следующим образом:

ξ =
√
β

(
X1 − η

py
β

)
, ξ ′ =

√
β

(
X ′

1 − η
py
β

)
, (Б.6)

Hn(x) – полиномы Чебышёва-Эрмита [150], Π± = (1±iγ1γ2)/2 (свойства матриц

Π± даны в приложении Д).

Для расчета амплитуды процесса расщепления фотона в сильно замагни-

ченной плазме оказывается удобным использовать представление пропагатора

S(X,X ′) в формализме собственного времени Фока [218]:

S(X,X ′) = e−iβ(X1+X ′
1)(X2−X ′

2)/2 Ŝ(X −X ′) , (Б.7)
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где

Ŝ(Y ) = − i

4π

∞∫

0

dτ

th τ

∫
dp0 dpz
(2π)2

{
[(pγ)‖ +mf ]Π−(1 + th τ) + (Б.8)

+ [(pγ)‖ +mf ]Π+(1− th τ)− (Y γ)⊥
iβ

2 th τ
(1− th2 τ)

}
×

× exp

(
− βY 2

⊥

4 th τ
−
τ(m2

f − p2
‖
)

β
− i(pY )‖

)

– трансляционно инвариантная часть пропагатора. Формулы (Б.7) и (Б.8) легко

получить, если проинтегрировать (Б.5) по dpy, а затем выполнить суммирова-

ние полученного результата по уровням Ландау с использованием производя-

щей функции для полиномов Чебышёва-Лагерра [150].
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Приложение В

Результаты для T s′′s
k

Аналогично приложению А, факторы T s′′s
k , входящие в (5.26), приведены

для случая отрицательного заряда фермиона, η = −1, и могут быть получены

с использованием волновых функций (1.12). Используется следующее обозначе-

ние: In,ℓ ≡ In,ℓ
(
q2

⊥
/(2β)

)
.

1. В случае, когда j является скалярными током (k = S), вычисления

дают

T −−
S = gSjSK3[(mf +Mℓ)(mf +Mn)In,ℓ − 2β

√
ℓnIn−1,ℓ−1] ; (В.1)

T −+
S = −igSjSK4[

√
2βn(mf +Mℓ)In−1,ℓ−1 +

√
2βℓ(mf +Mn)In,ℓ] ; (В.2)

T +−
S = −igSjSK4[

√
2βℓ(mf +Mn)In−1,ℓ−1 +

√
2βn(mf +Mℓ)In,ℓ] ; (В.3)

T ++
S = gSjSK3[(mf +Mℓ)(mf +Mn)In−1,ℓ−1 − 2β

√
ℓnIn,ℓ] . (В.4)

2. В случае, когда j является псевдоскалярными током (k = P ), получим

T −−
P = gP jPK4[2β

√
ℓnIn−1,ℓ−1 + (mf +Mℓ)(mf +Mn)In,ℓ] ; (В.5)

T −+
P = igP jPK3[

√
2βn(mf +Mℓ)In−1,ℓ−1 −

√
2βℓ(mf +Mn)In,ℓ] ; (В.6)

T +−
P = igP jPK3[

√
2βℓ(mf +Mn)In−1,ℓ−1 −

√
2βn(mf +Mℓ)In,ℓ] ; (В.7)

T ++
P = −gP jPK4[(mf +Mℓ)(mf +Mn)In−1,ℓ−1 + 2β

√
ℓnIn,ℓ] . (В.8)
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3. В случае, когда j является векторным током (k = V ), будем иметь

T −−
V = gV [2β

√
ℓn(K1jV )In−1,ℓ−1 + (mf +Mℓ)(mf +Mn)(K1jV )In,ℓ −

−
√

2βn(mf +Mℓ)K3
(jVΛq)− i(jVϕq)√

q2
⊥

In−1,ℓ − (В.9)

−
√

2βℓ(mf +Mn)K3
(jVΛq) + i(jVϕq)√

q2
⊥

In,ℓ−1] ;

T −+
V = igV [

√
2βn(mf +Mℓ)(K2jV )In−1,ℓ−1 −

√
2βℓ(mf +Mn)(K2jV )In,l +

+2β
√
ℓnK4

(jVΛq)− i(jVϕq)√
q2

⊥

In−1,ℓ − (В.10)

−(mf +Mℓ)(mf +Mn)K4
(jVΛq) + i(jVϕq)√

q2
⊥

In,ℓ−1] ;

T +−
V = −igV [

√
2βℓ(mf +Mn)(K2jV )In−1,ℓ−1 −

√
2βn(mf +Mℓ)(K2jV )In,ℓ +

+(mf +Mℓ)(mf +Mn)K4
(jVΛq)− i(jVϕq)√

q2
⊥

In−1,ℓ − (В.11)

−2β
√
ℓnK4

(jVΛq) + i(jVϕq)√
q2

⊥

In,ℓ−1] ;

T ++
V = gV [2β

√
ℓn(K1jV )In,ℓ + (mf +Mℓ)(mf +Mn)(K1jV )In−1,ℓ−1 −

−
√

2βℓ(mf +Mn)K3
(jVΛq)− i(jVϕq)√

q2
⊥

In−1,ℓ − (В.12)

−
√

2βn(mf +Mℓ)K3
(jVΛq) + i(jVϕq)√

q2
⊥

In,ℓ−1] .
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4. В случае, когда j является псевдовекторным током (k = A), получим

T −−
A = −gA[2β

√
ℓn(K2jA)In−1,ℓ−1 − (mf +Mℓ)(mf +Mn)(K2jA)In,ℓ +

+
√
2βn(mf +Mℓ)K4

(jAΛq)− i(jAϕq)√
q2

⊥

In−1,ℓ − (В.13)

−
√
2βℓ(mf +Mn)K4

(jAΛq) + i(jAϕq)√
q2

⊥

In,ℓ−1] ;

T −+
A = igA[

√
2βn(mf +Mℓ)(K1jA)In−1,ℓ−1 +

√
2βℓ(mf +Mn)(K1jA)In,ℓ −

−2β
√
ℓnK3

(jAΛq)− i(jAϕq)√
q2

⊥

In−1,ℓ − (В.14)

−(mf +Mℓ)(mf +Mn)K3
(jAΛq) + i(jAϕq)√

q2
⊥

In,ℓ−1] ;

T +−
A = −igA[

√
2βℓ(mf +Mn)(K1jA)In−1,ℓ−1 +

√
2βn(mf +Mℓ)(K1jA)In,ℓ −

−2β
√
ℓnK3

(jAΛq + i(jAϕq)√
q2

⊥

In,ℓ−1 − (В.15)

−(mf +Mℓ)(mf +Mn)K3
(jAΛq)− i(jAϕq)√

q2
⊥

In−1,ℓ] ;

T ++
A = −gA[(mf +Mℓ)(mf +Mn)(K2jA)In−1,ℓ−1 − 2β

√
ℓn(K2jA)In,ℓ +

+
√
2βℓ(mf +Mn)K4

(jAΛq)− i(jAϕq)√
q2

⊥

In−1,ℓ − (В.16)

−
√
2βn(mf +Mℓ)K4

(jAΛq) + i(jAϕq)√
q2

⊥

In,ℓ−1] .

Отметим, что полученные амплитуды для векторной и аксиально-вектор-

ной вершин, после возведения в квадрат и суммирования по поляризационным

состояниям фермионов, согласуются с ранее полученными результатами в ра-

ботах [29, 193, 194].
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Приложение Г

Вычисление амплитуды рассеяния фотона на

электронах замагниченной плазмы с излучением

двух фотонов

Определим S-матричный элемент плазменного вклада, просуммированный

по всем состояниям электронов и позитронов, с учетом соответствующих функ-

ций распределения, следующим образом:

Spl =
∑

ℓ,s

∫
dnp [S−f−(p) + S+f+(p)]. (Г.1)

Здесь dnp - элемент фазового объема

dnp =
dpydpzLyLz

(2π)2
,

где Ly, Lz - параметры, определяющие объем квантования, V = LxLyLz. S-ма-

тричные элементы S∓ описывают рассеяние фотона «вперед», с излучением

двух фотонов, на электронах и позитронах соответственно, функции f∓(p) яв-

ляются соответствующими функциями распределения. Суммирование в (Г.1)

ведется по спинам и уровням Ландау плазменных электронов и позитронов.

В пределе сильного поля электроны и позитроны в плазме находятся на

основном уровне Ландау, ℓ = 0. Поэтому, для нахождения матричных элементов

S∓ в этом пределе оказывается удобным пользоваться решениями уравнения

Дирака (1.12) в этом пределе:

Ψη
p,0(X) =

β1/4

√
2
√
πE(E +m)LyLz

e−i(EX0−pyX2−pzX3)e−ξ2/2uη(p‖) , (Г.2)

где E =
√
p2z +m2. Соответствующие биспинорные амплитуды имеют вид

uη(p‖) =


 (E +m)φη

ηpzφη


 , (Г.3)
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где φ− =


 0

1


 и φ+ =


 1

0


 описывают состояния электрона и позитрона со

спином, направленным против и по полю соответственно.

Используя эти решения, получаем для S-матричного элемента, соответ-

ствующего диаграммам на рис. 3.2, следующее выражение

Spl =

∫
dpydpz
(2π)2

6∑

i=1

[S(i)
− f−(p) + S(i)

+ f+(p)], (Г.4)

где S(i)
∓ обозначает матричный элемент рассеяния на электронах (позитронах)

для i-той диаграммы. Учитывая, что в процессе рассеяния фотона вперед элек-

троны (позитроны) плазмы не изменяют свое состояние (при этом биспиноры,

входящие в решения (Г.2), образуют матрицу плотности), запишем, например,

S(1)
− в виде

S(1)
− = − ie3

√
β/π

2E
√
2ωV 2ω′V 2ω′′V

∫
d4x d4y d4z Sp{[(pγ)‖ +m]Π− ×

× (ε′γ)S(z, y)(ε′′γ)S(y, x)(εγ)}e−i[(qx)−(q′z)−(q′′y)] ×

× ei(p(z−x))‖e−ipy(z2−x2)e−(β/2)[(z1+py/β)
2+(x1+py/β)

2]. (Г.5)

Здесь S(x, y) - пропагатор электрона в магнитном поле (формула (Б.7) прило-

жения Б).

Производя в (Г.5) замену переменных Y = z − y, Z = y − x, и интегрируя

по x, получим для S(1)
− следующее выражение:

S(1)
− = −

ie3(2π)3δ(ω − ω′ − ω′′)δ(qy − q′y − q′′y)δ(qz − q′z − q′′z )

2E
√
2ωV 2ω′V 2ω′′V

× (Г.6)

×
∫
d4Y d4Z Sp{[(pγ)‖ +m]Π−(ε

′γ)S(Y )(ε′′γ)S(Z)(εγ)}×

× ei[((q
′+q′′)Z)+(q′Y )]eip2(qx−q′x−q′′x)/βei(p(Y+Z))‖e−(β/4)[Y 2

⊥+Z2
⊥+2(Y Z)⊥+2i(Y ϕZ)],

где S(X) – трансляционно-инвариантная часть пропагатора, определяемая фор-

мулой (Б.8) приложения Б.
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Остальные элементы S(i)
− , соответствующие диаграммам с перестановками

фотонов, могут быть теперь легко получены из (Г.6). Замена p → −p позволя-

ет найти S(i)
+ - матричные элементы рассеяния на позитронах. В общем случае

вычисление S - матричного элемента при произвольных величинах импульсов

частиц и магнитного поля является довольно сложной задачей. Подстановка

пропагатора S(X) в формулу (Г.6) приводит к чрезвычайно громоздкому вы-

ражению в виде двукратного интеграла по собственному времени. Нахождение

предела сильного поля из этого выражения представляется достаточно трудо-

емким. Более удобным при вычислениях оказывается использовать разложе-

ние пропагатора электрона по обратной величине магнитного поля. Для этого

представим трансляционно-инвариантную часть пропагатора электрона Ŝ(X)

следующим образом [186]:

Ŝ(X) = Ŝ−(X) + Ŝ+(X) + Ŝ⊥(X). (Г.7)

Здесь

Ŝ−(X) ≃ iβ

2π
exp

(
−βX

2
⊥

4

) ∫
d2p‖

(2π)2
(pγ)‖ +m

p2
‖
−m2

Π−e
−i(pX)‖, (Г.8)

Ŝ+(X) ≃ − i

4π
[−i(γ ∂/∂X)‖ +m] δ2

‖
(X) Π+ exp

(
βX2

⊥

4

)
Γ

(
0,
βX2

⊥

2

)
,

(Г.9)

Ŝ⊥(X) ≃ − 1

2π
δ2

‖
(X)

(Xγ)⊥
X2

⊥

exp

(
−βX

2
⊥

4

)
,

(Г.10)

где δ2
‖
(X) = δ(X0) δ(X3), Γ(a, z) - неполная гамма функция:

Γ(a, z) =

∞∫

z

ta−1e−tdt.
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При этом, как показывает анализ, вклады в первые два члена разложения S

- матричного элемента по обратной величине магнитного поля будут давать

только комбинации: Ŝ−Ŝ−, Ŝ−Ŝ+, Ŝ−Ŝ⊥, Ŝ⊥Ŝ⊥.

Вычисление амплитуды можно значительно упростить, если преобразо-

вать S матричные элементы, соответствующие электронным вкладам, к S мат-

ричным элементам, соответствующим вкладам позитронов. Преобразуем, на-

пример, матричный элемент S(1)
− , отвечающий первой диаграмме на рис. 3.2,

к матричному элементу S(6)
+ рассеяния на позитронах, соответствующего той

же диаграмме, но с перестановкой фотонов εα(q) ↔ ε∗α(q
′) и заменой p → −p.

Для этого проинтегрируем (Г.6) по d4Y и d4Z c учетом асимптотической формы

пропагатора (Г.7). Получим в пределе β ≫ q2
⊥
, q2

‖
для S(1)

− следующее выражение

S(1)
− = −

ie3β(2π)3δ(ω − ω′ − ω′′)δ(qy − q′y − q′′y)δ(qz − q′z − q′′z )

4E
√
2ωV 2ω′V 2ω′′V

×

×eipy(qx−q′x−q′′x)/β Sp Â(1). (Г.11)

Здесь:

Â(1) = Â(1)
−− + Â(1)

−+ + Â(1)
+− + Â(1)

−⊥
+ Â(1)

⊥− + Â(1)
⊥⊥
, (Г.12)

Â(1)
−− =

[
2β − (q⊥)

2 − (q′
⊥
)2 + (q′Λq) + i(q′ϕq)

]
×

×[(pγ)‖ +m](ε′γ)‖
(pγ)‖ + (q′γ)‖ +m

(q′)2
‖
+ 2(pq′)‖

×

×(ε′′γ)‖
(pγ)‖ + (qγ)‖ +m

q2
‖
+ 2(pq)‖

(εγ)‖Π−, (Г.13)

Â(1)
−+ = −[(pγ)‖ +m](ε′γ)‖

(pγ)‖ + (q′γ)‖ +m

(q′)2
‖
+ 2(pq′)‖

×

×(ε′′γ)⊥[(pγ)‖ + (qγ)‖ +m](εγ)⊥Π−, (Г.14)

Â(1)
+− = −[(pγ)‖ +m](ε′γ)⊥[(pγ)‖ + (q′γ)‖ +m]×

×(ε′′γ)⊥
(pγ)‖ + (qγ)‖ +m

q2
‖
+ 2(pq)‖

(εγ)‖Π−, (Г.15)
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Â(1)
−⊥

= −[(pγ)‖ +m](ε′γ)‖
(pγ)‖ + (q′γ)‖ +m

(q′)2
‖
+ 2(pq′)‖

×

×{(ε′′γ)⊥[(qγ)⊥ − (1/2)((q′γ)⊥ + i(q′ϕγ))](εγ)‖ +

+(ε′′γ)‖[(qγ)⊥ − (1/2)((q′γ)⊥ + i(q′ϕγ))](εγ)⊥}Π−, (Г.16)

Â(1)
⊥− = −[(pγ)‖ +m]{(ε′γ)⊥[(q′γ)⊥ − (1/2)((qγ)⊥ − i(qϕγ))](ε′′γ)‖ +

+(ε′γ)‖[(q
′γ)⊥ − (1/2)((qγ)⊥ − i(qϕγ))](ε′′γ)⊥} ×

×(pγ)‖ + (qγ)‖ +m

q2
‖
+ 2(pq)‖

(εγ)‖Π−, (Г.17)

Â(1)
⊥⊥

=
1

4
[(pγ)‖ +m](ε′γ)[(Λγ)β + i(γϕ)β](ε

′′γ)γβ(εγ)Π−. (Г.18)

Здесь индексы −,+ или ⊥ показывают, какая из комбинаций пропагаторов

Ŝ−Ŝ−, Ŝ−Ŝ+, Ŝ−Ŝ⊥ или Ŝ⊥Ŝ⊥ дает вклад в соответствующую часть следа.

Аналогичным образом вычисляется матричный элемент S(6)
+ рассеяния на

позитронах. Для него имеем

S(6)
+ = −

ie3β(2π)3δ(ω − ω′ − ω′′)δ(qy − q′y − q′′y)δ(qz − q′z − q′′z )

4E
√
2ωV 2ω′V 2ω′′V

×

×eipy(qx−q′x−q′′x)/β Sp B̂(6), (Г.19)

где B̂(6) определяется аналогично (Г.12), при этом

B̂(6)
−− = −

[
2β − (q⊥)

2 − (q′
⊥
)2 + (q′Λq) − i(q′ϕq)

]
×

×[(pγ)‖ −m](εγ)‖
(pγ)‖ + (qγ)‖ −m

q2
‖
+ 2(pq)‖

×

×(ε′′γ)‖
(pγ)‖ + (q′γ)‖ −m

(q′)2
‖
+ 2(pq′)‖

(ε′γ)‖Π−, (Г.20)

B̂(6)
−+ = [(pγ)‖ −m](εγ)‖[(pγ)‖ + (qγ)‖ −m]×

×(ε′′γ)⊥
(pγ)‖ + (q′γ)‖ −m

(q′)2
‖
+ 2(pq′)‖

(ε′γ)⊥Π−, (Г.21)

B̂(6)
+− = [(pγ)‖ −m](εγ)⊥

(pγ)‖ + (qγ)‖ −m

q2
‖
+ 2(pq)‖

×

×(ε′′γ)⊥[(pγ)‖ + (qγ)‖ −m](ε′γ)‖Π−, (Г.22)
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B̂(6)
−⊥

= [(pγ)‖ −m]{(εγ)⊥[(q′γ)⊥ − (1/2)((qγ)⊥ + i(q′ϕγ))](ε′′γ)‖ +

+(εγ)‖[(q
′γ)⊥ − (1/2)((qγ)⊥ + i(q′ϕγ))](ε′′γ)⊥} ×

×(pγ)‖ + (q′γ)‖ −m

(q′)2
‖
+ 2(pq′)‖

(ε′γ)‖Π−, (Г.23)

B̂(6)
⊥− = [(pγ)‖ −m](εγ)‖

(pγ)‖ + (qγ)‖ −m

q2
‖
+ 2(pq)‖

×

×{(ε′′γ)⊥[(q′γ)⊥ − (1/2)((qγ)⊥ − i(qϕγ))](ε′γ)‖ +

+(ε′′γ)‖[(q
′γ)⊥ − (1/2)((qγ)⊥ − i(qϕγ))](ε′γ)⊥}Π−, (Г.24)

B̂(6)
⊥⊥

= −1

4
[(pγ)‖ −m](εγ)γβ(ε

′′γ)[(Λγ)β + i(γϕ)β](ε
′γ)Π−. (Г.25)

Произведя в (Г.19) над всеми γ-матрицами под знаком следа операцию

зарядового сопряжения и используя свойства операторов Π± из приложения Д,

находим, что след от матриц Â(1) может быть преобразован к следу от матриц

B̂(6) так, что

SpÂ(1) = −SpB̂(6)∗. (Г.26)

Путем перестановки фотонов могут быть вычислены остальные S-матричные

элементы, определяющие вклад плазмы в процесс расщепления фотона. Ис-

пользуя теперь соотношение (Г.26) и формулу (Г.4), легко показать, что все

четные по внешнему полю (т.е. четные по ϕ и ϕ̃) слагаемые будут входить в

S-матричный элемент (Г.4) в виде нечетных по µ функций, а нечетные – в ви-

де четных по µ функций. Это утверждение согласуется с обобщением теоремы

Фарри на случай замагниченной среды, рассмотренным в работе [26].

Поскольку рассеяние γe± → γγe± происходит без передачи 4-импульса

плазме, то этот процесс физически проявляет себя как расщепление фотона с

соответствующим законом сохранения всех четырех компонент энергии-импуль-

са. Выражение (Г.5), описывающее рассеяние на одном электроне, содержит

только три δ-функции. Однако в S-матричном элементе (Г.4), учитывающем
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рассеяние на всех электронах и позитронах плазмы, содержится интеграл по

обобщенному импульсу py, который дает недостающую δ-функцию. Тогда ам-

плитуда, соответствующая плазменному вкладу, может быть определена обыч-

ным образом

Spl =
i(2π)4δ4(q − q′ − q′′)√

2ωV 2ω′V 2ω′′V
Mpl. (Г.27)
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Приложение Д

Свойства матриц Π±

В системе координат, где вектор индукции магнитного поля B направлен

вдоль третьей оси, матрицы Π±, входящие в выражение для пропагатора элек-

трона (Б.5), могут быть записаны в следующем виде:

Π± =
1

2

[
I∓ i

2
(γϕγ)

]
=

1

2

[
I± iγ1γ2

]
=

1

2

[
I± Σ3

]
, (Д.1)

и являются проекционными операторами, соответствующими электронным со-

стояниям со спином, направленным соответственно вдоль и против направления

магнитного поля. Операторы Π± обладают рядом свойств, которые позволяют

существенно упростить анализ и вычисление матричных элементов процессов

в магнитном поле. Отметим их мультипликативные

Π±Π± = Π±, Π±Π∓ = 0, (Д.2)

и коммутационные свойства

Π±γ‖µ = γ‖µΠ±, Π±γ⊥µ = γ⊥µΠ∓ (Д.3)

Π±γ5 = γ5Π±. (Д.4)

Следствием свойств (Д.2) и (Д.3) являются следующие соотношения

Π±γµΠ± = γ‖µΠ±, Π∓γµΠ± = −γ⊥µΠ±. (Д.5)

При вычислениях оказывается полезной следующая формула

Π±γ⊥µγ⊥νΠ± = (−Λµν ± iϕµν)Π±, (Д.6)

которая позволяет вычислять следы произведений γ-матриц в матричных эле-

ментах только в продольном подпространстве. Ниже приводятся несколько та-
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ких следов от четного числа γ-матриц

Sp{Π±} = 2, Sp{γ‖µγ‖νΠ±} = 2Λ̃µν,

Sp{γ‖µγ‖νγ‖ργ‖σΠ±} = 2(Λ̃µνΛ̃ρσ + Λ̃µσΛ̃νρ − Λ̃µρΛ̃νσ), (Д.7)

Sp{γ‖µγ‖νγ5Π±} = ±2ϕ̃µν,

Sp{γ‖µγ‖νγ‖ργ‖σγ5Π±} = ±2(Λ̃µνϕ̃ρσ + ϕ̃µνΛ̃ρσ).

След от нечетного числа γ-матриц, так же, как и в обычном четырехмерном

пространстве, равен нулю.

Полезны и другие часто встречающиеся соотношения:

Sp{γ‖µγ‖ν . . .Π+} = Sp{γ‖µγ‖ν . . .Π−},

Sp{γ‖µγ‖ν . . . γ5Π+} = −Sp{γ‖µγ‖ν . . . γ5Π−},

(ϕ̃γ)µΠ± = ∓γ‖µγ5Π±,

γ‖µγ‖νγ‖ρ = Λ̃µν γ‖ρ + Λ̃νρ γ‖µ − Λ̃µρ γ‖ν ,

γ‖µγ
µ
‖
= 2, γ‖µγ‖νγ

µ
‖
= 0, (Д.8)

γ‖µγ‖νγ‖ργ
µ
‖
= 2γ‖ργ‖ν.

Легко показать, что свертка двух γ‖-матриц, между которыми находится любое

нечетное число γ‖-матриц, обращается в ноль.
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