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Введение

Изучение простейших водородоподобных (ВП) атомных систем играет

важную роль в современной физике. Физические теории могут быть приме

нены к таким системам без существенных приближений, а благодаря простой

структуре энергетического спектра высока точность экспериментальных дан

ных. Это делает такие системы идеальными объектами для экспериментальной

проверки теоретических предсказаний и получения точных значений фундамен

тальных физических констант (постоянная тонкой структуры, массы лептонов,

постоянная Ридберга, зарядовые радиусы ядер, радиусы Земаха).

Экспериментальное исследование энергетического спектра атома водоро

да привело к открытию лэмбовского сдвига [1; 2]. Это открытие послужило

толчком к развитию современной релятивистской квантовой электродинамики

(КЭД) [3] и теории связанных состояний. Относительная простота энергетиче

ского спектра ВП атомов позволила как выполнять точные спектроскопические

эксперименты, так и вычислять различные теоретические вклады в тонкую

и сверхтонкую структуру уровней ВП атомов с высокой точностью. Важно

отметить, что большая часть теоретических вкладов в энергетическую струк

туру ВП атомов может быть получена в аналитическом виде. Современные

исследования связанных состояний частиц позволяют осуществить проверку

Стандартной модели с высокой точностью, проводить поиск эффектов Новой

физики.

Уровни энергии простейших атомов могут быть исследованы с высокой

степенью точности в рамках теории возмущений в квантовой электродинамике,

ввиду малости константы взаимодействия. Интерес для изучения представляют

конкретные переходы между энергетическими уровнями данных систем, доступ

ные для экспериментального измерения [4]. Данные переходы определяются

различными КЭД эффектами, эффектами отдачи, структуры и поляризуемо

сти ядра и, таким образом, содержат в себе информацию о параметрах ядра
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(зарядовый радиус, радиус Земаха), которые могут быть найдены с высокой

точностью при сравнении теории и эксперимента.

На протяжении долгого времени основными ВП атомами, доступными экс

периментальному исследованию, оставались электронные ВП атомы и ионы, а

также атомы мюония и позитрония. Детальные теоретические предсказания и

экспериментальные измерения для таких атомов позволили получить точные

значения фундаментальных физических констант и выполнить проверку кван

товой электродинамики и теории связанных состояний. С 2010 г. начался новый

этап в изучении простейших двухчастичных атомов, который связан с мюонны

ми ВП атомами и ионами. Мюон тяжелее электрона в 𝑚µ/𝑚𝑒 = 206.7682838(54)

раз [5], что приводит к уменьшению боровского радиуса мюона по сравнению

с электроном и более сильному перекрытию волновой функцией области ядра.

Это, в свою очередь, приводит к возрастанию роли КЭД эффектов, эффек

тов отдачи и структуры ядра в энергетическом спектре мюонных ВП атомов.

Особенно важна большая чувствительность мюонных ВП атомов к эффектам

структуры ядра, что делает их идеальными объектами для изучения свойств

ядер и позволяет на порядок увеличить точность получения зарядовых ра

диусов ядер. Измерение тонкой и сверхтонкой структуры в атомах мюонного

водорода, мюонного дейтерия и ионах мюонного гелия является крайне важной

метрологической задачей и позволяет получить с точностью 0.0005 фм значения

зарядовых радиусов протона, дейтрона, гелиона и α-частицы, а также получить

прецизионные значения радиусов Земаха этих ядер, уточнить величину посто

янной Ридберга и выполнить проверку квантовой электродинамики и теории

связанных состояний с высокой точностью [6—15].

В последние годы, значительный теоретический интерес к тонкой и

сверхтонкой структуре спектра энергии легких мюонных атомов (мюонного

водорода, мюонного дейтерия, мюонного трития, ионов мюонного гелия, ли

тия, бериллия, бора) обусловлен прогрессом экспериментальной коллаборации

CREMA (Charge Radius Experiment with Muonic Atoms) в спектроскопии таких
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атомов [6; 7; 10—18]. Эксперимент по спектроскопии атома мюонного водоро

да [6; 7], в котором были измерены частоты переходов 2𝑆𝐹=1
1/2 → 2𝑃 𝐹=2

3/2 и

2𝑆𝐹=0
1/2 → 2𝑃 𝐹=1

3/2 , позволил получить величину лэмбовского сдвига и сверхтон

кой структуры 2S-состояния. В результате было получено на порядок более

точное значение зарядового радиуса протона 𝑟𝐸 = 0.84087(39) фм. Полученный

зарядовый радиус протона отличается от значения CODATA на 7.0σ. Данное

расхождение, которое так и не получило теоретического или экспериментально

го объяснения, было названо «загадкой радиуса протона». Методом лазерной

спектроскопии была измерена тонкая и сверхтонкая структура атома мюонного

дейтерия [12]. В результате было получено новое значение зарядового радиуса

дейтрона, на 7.5σ отличающееся от значения CODATA. Таким образом, новый

эксперимент только укрепил «загадку радиуса протона». Эксперименты с мю

онным водородом и мюонным дейтерием дают новые уточненные значения и

для радиусов Земаха протона и дейтрона, а также для постоянной Ридберга.

Коллаборацией CREMA были также выполнены измерения различных частот

переходов в ионах мюонного гелия [13; 16]. Данные по этим экспериментам

находятся в стадии обработки. Также необходимо отметить дополнительные экс

перименты по спектроскопии электронного водорода и дейтерия [14; 15; 18—21],

выполненные другими международными экспериментальными группами.

Эксперименты коллаборации CREMA с легкими мюонными атомами, при

званные на порядок улучшить точность зарядовых радиусов протона, дейтрона,

гелиона и α-частицы, требуют прецизионных теоретических расчетов различ

ных интервалов тонкой и сверхтонкой структуры спектра энергии мюонных

атомов [6; 22—27]. Теоретические расчеты основных вкладов в энергетические

интервалы (2𝑃3/2− 2𝑆1/2), (2𝑃1/2− 2𝑆1/2) спектра мюонного водорода были вы

полнены много лет назад в работах [8; 9; 28—35] на основе уравнения Дирака и

нерелятивистского уравнения Шредингера. Несмотря на высокую точность тео

ретических расчетов энергии мюонных ВП атомов [3], теоретическая ошибка

все еще остается сравнительно большой и превосходит ошибку эксперимента.
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Это связано с поправками на структуру и поляризуемость ядра к лэмбовско

му сдвигу и сверхтонкой структуре. Увеличения точности вычисления таких

поправок можно достичь за счет новых экспериментальных исследований струк

туры и поляризуемости протона, дейтрона и других ядер, так как это позволит

уточнить их электромагнитные формфакторы, входящие в интегральные вы

ражения для поправок.

Атом мюонного дейтерия (µ𝑑) представляет собой связанное состояние

отрицательного мюона и дейтрона. Его время жизни связано с временем рас

пада мюона τµ = 2.19703(4) · 10−6 с. Большая масса мюона по сравнению с

электроном приводит к росту трех важных эффектов в спектре энергии ато

ма мюонного дейтерия: электронной поляризации вакуума, структуры ядра

и отдачи. Первый из вышеупомянутых эффектов важен для мюонного дей

терия, так как отношение комптоновской длины волны электрона к радиусу

боровской орбиты в атоме мюонного дейтерия µ𝑍α/𝑚𝑒 ≈ 0.7, то есть близко

к единице. Эффект структуры дейтрона возрастает по сравнению с электрон

ными атомами, из-за большего перекрытия волновой функцией мюона области

распределения заряда ядра. Рост эффектов отдачи связан с тем, что отношение

масс мюона и ядра 𝑚µ/𝑚𝑑 ≈ 0.056 превосходит значение постоянной тонкой

структуры α−1 = 137.035999074(44). Целью работы является прецизионный

аналитический и численный расчет тонкой и сверхтонкой структуры спектра

мюонного дейтерия в рамках квазипотенциального подхода в квантовой элек

тродинамике. Были вычислены поправки порядка α5 и α6 для S- и P-состояний

на поляризацию вакуума, структуру ядра и отдачу, квадрупольное взаимодей

ствие, радиационные поправки в первом, втором и третьем порядках теории

возмущений. В соответствии с поставленной целью были выделены следующие

задачи:

1. Провести расчет сверхтонкой структуры S-состояний в мюонном дейте

рии с учетом поправок пятого и шестого порядка по постоянной тонкой

структуры;
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2. Провести расчет сверхтонкой структуры Р-состояний в мюонном дейте

рии с учетом поправок пятого и шестого порядка по постоянной тонкой

структуры;

3. Выполнить расчет радиационных поправок в лептонную линию с уче

том структуры ядра к двухфотонным обменным амплитудам порядка

α(𝑍α)5 в сверхтонкой структуре S-состояний;

4. Выполнить расчет радиационных поправок в лептонную линию с уче

том структуры ядра к двухфотонным обменным амплитудам порядка

α(𝑍α)5 в лэмбовском сдвиге;

5. Провести расчет уровней энергии мезомолекул водорода в рамках стоха

стического вариационного метода, включая сверхтонкое расщепление,

с учетом поправок на поляризацию вакуума, структуру ядра и реляти

визм.

Научная новизна:

1. На основе квазипотенциального метода в квантовой электродинамике

были расчитаны различные поправки порядка α5 и α6 к сверхтонкой

структуре S-состояний атома мюонного дейтерия, включая радиацион

ные поправки в лептонную линию со структурой ядра без отдачи и с

отдачей к двухфотонным обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5. Точ

ность расчета сверхтонкой структуры S-состояний мюонного дейтерия

была увеличена на порядок по сравнению с предыдущими расчетами.

Впервые вычислены поправки на двухпетлевую поляризацию вакуума

во втором порядке теории возмущений, поправка на поляризацию ва

куума в третьем порядке теории возмущений и поправки на конечный

размер ядра в однофотонном взаимодействии в первом и втором поряд

ках теории возмущений.

2. Проведен расчет новых поправок на поляризацию вакуума в сверх

тонкой структуре P-состояний, что позволило значительно увеличить

точность расчета сверхтонкой структуры 2P-состояния мюонного дей

терия. Двухпетлевые поправки на поляризацию вакуума в первом и
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втором порядках теории возмущений, а также поправка на поляриза

цию вакуума в третьем порядке теории возмущений были вычислены

впервые для сверхтонкой структуры P-состояний. Впервые вычислена

поправка на поляризацию вакуума в квадрупольном взаимодействии.

3. Впервые вычислены радиационные поправки в лептонную линию со

структурой ядра без отдачи к двухфотонным обменным амплитудам

порядка α(𝑍α)5 в лэмбовском сдвиге. Для построения квазипотенциа

ла по амплитуде взаимодействия был использован метод проекционных

операторов, что позволило получить конечные интегральные выраже

ния для каждой из поправок в отдельности.

4. В рамках стохастического вариационного метода проведен новый рас

чет энергии основного состояния мезомолекул водорода, включая

сверхтонкую структуру спектра, в котором учтены релятивистские эф

фекты, эффекты поляризации вакуума и структуры ядра.

Практическая значимость работы связана с экспериментальными ис

следованиями коллаборации CREMA. Полученные теоретические результаты

для тонкой и сверхтонкой структуры спектра энергии атома мюонного дейте

рия использовались коллаборацией CREMA для анализа экспериментальных

данных по частотам перехода.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Выполнен расчет поправок пятого и шестого порядка по постоянной

тонкой структуры на поляризацию вакуума, структуру и отдачу яд

ра, релятивизм, сложные комбинированные поправки, включающие

перечисленные, радиационные поправки в мюонную линию с учетом

структуры ядра без отдачи и с отдачей к двухфотонным обменным

амплитудам в сверхтонкой структуре спектра S-состояний мюонного

дейтерия. Получены наиболее точные значения сверхтонких расщепле

ний S-состояний.

2. Проведен расчет поправок пятого и шестого порядка по постоянной

тонкой структуры на поляризацию вакуума, структуру и отдачу ядра,
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релятивизм, сложные комбинированные поправки, включающие пере

численные в сверхтонкой структуре спектра Р-состояний мюонного

дейтерия. Получены наиболее точные значения сверхтонких расщеп

лений Р-состояний.

3. Вычислены радиационные поправки в мюонную линию с учетом струк

туры ядра без отдачи к двухфотонным обменным амплитудам в

лэмбовском сдвиге мюонного дейтерия.

4. Проведен расчет энергии основного состояния мезомолекул водорода

с учетом сверхтонкой структуры спектра энергии в рамках стохасти

ческого вариационного метода. Вычислены релятивистские поправки,

поправки на поляризацию вакуума и структуру ядра.

Достоверность обеспечивается использованием строгих математических

методов и хорошим согласием с результатами расчета отдельных поправок,

полученных в других работах. Полученные результаты базируются на ис

пользовании квазипотенциального метода, который успешно применяется при

описании связанных состояний в квантовой электродинамике. Рассчитанная в

данной работе величина сверхтонкой структуры 2S-состояния мюонного дейте

рия согласуется с экспериментальными результатами коллаборации CREMA.

Апробация работы. Основные результаты работы были представлены

на многочисленных конференциях Самарского университета и семинарах ка

федры общей и теоретической физики, а также докладывались на следующих

всероссийских и международных конференциях: III и IV международная кон

ференция «Математическая физика и ее приложения», г. Самара, 27 августа

— 1 сентября 2012 г. и 25 августа — 1 сентября 2014 г.; 55-я всероссийская

молодежная научная конференция МФТИ «Современные проблемы фундамен

тальных и прикладных наук», г. Долгопрудный, МФТИ, 19 — 25 ноября 2012

г.; XVIII международная научная конференция объединения молодых ученых

и специалистов ОИЯИ (ОМУС), г. Дубна, ЛТФ ОИЯИ, 24 — 28 февраля 2014

г.; Международная сессия — конференция секции ядерной физики ОФН РАН,

г. Москва, НИЯУ МИФИ, 17 — 21 ноября 2014 г.; Всероссийское совещание по
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прецизионной физике и фундаментальным физическим константам ФФК-2014,

г. Дубна, ОИЯИ, 1 — 5 декабря 2014 г.; Международная сессия — конференция

секции ядерной физики ОФН РАН посвященная 60-летию ОИЯИ, г. Дубна,

ЛТФ ОИЯИ, 12 — 15 апреля 2016 г.; XXV Съезд по спектроскопии, г. Троицк

Москва, ИСАН, 3 — 7 октября 2016 г.; Международная сессия-конференция Сек

ции ядерной физики ОФН РАН «Физика фундаментальных взаимодействий»,

г. Нальчик, Кабардино-Балкарский государственный университет, 6 — 8 июня

2017 г.; XV и XVI Всероссийский молодежный самарский конкурс — конфе

ренция научных работ по оптике и лазерной физике, г. Самара, ФИАН, 14

— 18 ноября 2017 г. и 13 — 17 ноября 2018 г.; Международный Семинар по

электромагнитным взаимодействиям ядер (EMIN), г. Москва, ИЯИ РАН, 08

— 11 октября 2018 г.; IV Международная конференция по физике частиц и

астрофизике, г. Москва, МИФИ, 22 — 26 октября 2018 г.; V Международная

конференция и молодежная школа «Информационные технологии и нанотехно

логии» (ИТНТ-2019), Самара, Самарский университет 21 — 24 мая 2019 г.

Личный вклад. Содержание диссертации и основные положения, вы

носимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные

работы. Подготовка к публикации полученных результатов проводилась сов

местно с соавторами. Все новые результаты по расчету уровней энергии

мюонного дейтерия, представленные в диссертации, получены лично автором

или в неразделимом соавторстве. Диссертант лично представил доклады на пе

речисленных выше научных конференциях.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены

в 23 печатных изданиях, 8 из которых изданы в журналах, рекомендованных

ВАК [36—43], 15 — в тезисах докладов [44—58].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх

глав, заключения и трёх приложений. Полный объём диссертации составляет

144 страницы, включая 18 рисунков и 7 таблиц. Список литературы содержит

151 наименование.
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Глава 1. Сверхтонкая структура спектра 𝑆-состояний

1.1 Квазипотенциальный метод в задаче о связанных состояниях

По мере развития квантовой теории поля менялись и способы описания

связанных состояний. Так, например, трехмерное описание позволяет сохранить

вероятностную интерпретацию волновой функции, однако нековариантность

исходных уравнений приводит к большим затруднениям при перенормировке

теории. В рамках четырехмерного релятивистского подхода к проблеме связан

ных состояний рассмотрим хорошо известное уравнение Бете — Солпитера [59],

которое является полностью ковариантным.

Для вывода уравнения Бете — Солпитера запишем двухчастичную функ

цию Грина в координатном представлении:

𝐺12 (𝑥1, 𝑥2; 𝑦1, 𝑦2) =
⟨
Ψ0

⃒⃒⃒
𝑇
[︁
ψ̂H (𝑥1) ψ̂H (𝑥2) ψ̂

†
H (𝑦2) ψ̂

†
H (𝑦1)

]︁⃒⃒⃒
Ψ0

⟩
, (1.1)

где T — хронологическое произведение, ψ̂H, ψ̂†
H — полные гейзенберговские опе

раторы полей, Ψ0 — вакуумное состояние в представлении Гейзенберга. Далее

запишем соотношение Гелл-Манна — Лоу между взаимодействующей и невза

имодействующей волновой функцией вакуумного состояния в представлении

взаимодействия:

𝑐Ψ0 =
𝑈(0,−∞)Φ0

⟨Φ0|𝑈(0,−∞)|Φ0⟩
, (1.2)

где 𝑐 — нормировочная константа, которая может быть исключена при помощи

соотношения:

1 = ⟨Ψ0|Ψ0⟩ =
⟨Φ0|𝑈(∞,−∞)|Φ0⟩

𝑐2 ⟨Φ0|𝑈(∞, 0)|Φ0⟩ ⟨Φ0|𝑈(0,−∞)|Φ0⟩
. (1.3)

Применяя выражение (1.2) для (1.1) и используя (1.3), получаем:

𝐺 (𝑥1, 𝑥2; 𝑦1, 𝑦2) =

=

⟨
Φ0

⃒⃒⃒
𝑈(∞, 0)𝑇

[︁
ψ̂H (𝑥1) ψ̂H (𝑥2) ψ̂

†
H (𝑦2) ψ̂

†
H (𝑦1)

]︁
𝑈(0,−∞)

⃒⃒⃒
Φ0

⟩
⟨Φ0|𝑈(∞,−∞)|Φ0⟩

,

(1.4)
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где

𝑈(∞,−∞) = 𝐼 +
∑︁
𝑛

1

𝑛!

∫︁
𝑈𝑛 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛, (1.5)

𝑈𝑛(𝑥1,...,𝑥𝑛) = 𝑖𝑛𝑇{𝐿𝑖𝑛𝑡(𝑥1)...𝐿𝑖𝑛𝑡(𝑥𝑛)}, 𝐿𝑖𝑛𝑡(𝑥) = 𝑒φ̄(𝑥)γµφ(𝑥)𝐴µ(𝑥). (1.6)

В результате возникает набор связанных диаграмм с четырьмя внешни

ми фермионными линиями. Набор диаграмм можно упорядочить, определив

двухчастично неприводимое ядро 𝐾12 (𝑥1, 𝑥2;𝑥3, 𝑥4) как сумму двухчастично

неприводимых диаграмм (диаграмм, которые нельзя разделить на две несвязан

ные части прямой, проходящей один раз через линии частиц и не пересекающей

линии квантов). Из определения 𝐾12 получаем, что четырехточечная функция

𝐺12 удовлетворяет уравнению Бете — Солпитера:

𝐺12(𝑥1,𝑥2; 𝑦1,𝑦2) = 𝐺1(𝑥1 − 𝑦1)𝐺2(𝑥2 − 𝑦2)+

+

∫︁
𝑑4𝑧1

∫︁
𝑑4𝑧2

∫︁
𝑑4𝑧′1

∫︁
𝑑4𝑧′2𝐺1(𝑥1 − 𝑧1)𝐺2(𝑥2 − 𝑧2)×

×𝐾12(𝑧1,𝑧2; 𝑧
′
1,𝑧

′
2)𝐺12(𝑧

′
1,𝑧

′
2; 𝑦1,𝑦2),

(1.7)

где 𝐺1,2 — точные фейнмановские пропагаторы дираковских частиц. Графиче

ски, уравнение может быть интерпретировано рисунком 1.1. Ядро уравнения

задается бесконечной суммой фейнмановских диаграмм, часть которой пред

ставлена на рисунке 1.2.

Рисунок 1.1 — Графическая интерпретация уравнения Бете — Солпитера

В импульсном представлении уравнение Бете — Солпитера для двухча

стичной амплитуды может быть записано в следующей форме:

[η1𝑃 + 𝑝−𝑚1 −𝑀1(𝑝)][η2𝑃 − 𝑝−𝑚2 −𝑀2(𝑝)]ψ𝑃α(𝑝) =

= 𝑖

∫︁
𝑑4𝑞

(2π)4
𝐾12(𝑝,𝑞,𝑃 )ψ𝑃α(𝑞),

(1.8)
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Рисунок 1.2 — Графическая интерпретация ядра уравнения Бете — Солпитера

где η1 = 𝑀2−𝑚2
2+𝑚2

1

2𝑀2 , η2 = 𝑀2−𝑚2
1+𝑚2

2

2𝑀2 , 𝑀 — масса связанного состояния, 𝑃 =

𝑝1+𝑝2 — полный импульс системы, 𝑝 = η2𝑝1−η1𝑝2 — относительный импульс в

начальном состоянии, ψ𝑃α(𝑝) — двухчастичная амплитуда Бете — Солпитера.

Необходимо выделить некоторые основные особенности уравнения Бете

— Солпитера:

1. Ядро уравнения 𝐾12 в системе центра масс зависит от массы связанного

состояния 𝑀 .

2. Ядро уравнения 𝐾12 может иметь мнимую часть.

3. Двухчастичная амплитуда ψ𝑃α(𝑝) зависит от четырехмерной перемен

ной, а в уравнении есть интегрирование по четырехмерной переменной.

Двухчастичная амплитуда или волновая функция Бете — Солпитера ψ𝑃α

сильно отличается по своим свойствам от нерелятивистской шредингеровской

волновой функции. Норма волновой функции ψ𝑃α не является положительно

определенной, что исключает обычную вероятностную интерпретацию. Кроме

того, имеется параметр относительного времени (относительная энергия в им

пульсном представлении), физический смысл которого совершенно не ясен. В

практических приложениях уравнения Бете-Солпитера данный параметр ча

ще всего исключается тем или иным способом. В связи с этим возникает

идея последовательно, с самого начала, исключить данный параметр. Такой

метод, предложенный А.А. Логуновым и А.Н. Тавхелидзе, был назван ква

зипотенциальным [60; 61]. В данном подходе волновая функция связанной

системы зависит от одного временного параметра и подчиняется уравнению
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типа Шредингера с комплексным, зависящим от энергии и нелокальным ядром

- квазипотенциалом.

В импульсном представлении квазипотенциальное уравнение Логунова —

Тавхелидзе имеет следующий вид [62]:(︂
𝑀 −

√︁
𝑝2 +𝑚2

1 −
√︁
𝑝2 +𝑚2

2

)︂
Ψ

(+)
𝑀 (𝑝) =

=
1

(2π)3

∫︁
𝑑𝑞𝑉 (𝑝,𝑞,𝑀)Ψ

(+)
𝑀 (𝑞),

(1.9)

где 𝑀 — масса связанного состояния частиц, 𝑝1 = −𝑝2 = 𝑝, 𝑃 = 𝑝1+𝑝2, Ψ
(+)
𝑀 (𝑝)

— квазипотенциальная волновая функция, спроектированная на положительно

частотные состояния, 𝑉 (𝑝,𝑞,𝑀) — квазипотенциал. Квазипотенциал, в отличие

от нерелятивистского потенциала, является комплексной функцией и зависит

от полной энергии системы. Зависимость от полной энергии системы приводит к

более сложному виду нормировки для квазипотенциальной волновой функции:∫︁
𝑑𝑝

(2π)3
|Ψ(+)

𝑀 (𝑝)|2 −
∫︁

𝑑𝑝𝑑𝑞

(2π)6
Ψ

*(+)
𝑀 (𝑝)

𝜕

𝜕𝑀
𝑉 (𝑝,𝑞,𝑀)Ψ

(+)
𝑀 (𝑞) = 2𝐸(𝑃 ). (1.10)

Квазипотенциальная волновая функция в произвольной системе отсчета (𝑃 =

0) выражается через волновую функцию в системе центра масс следующим

образом:

Ψ𝑀,𝑃 (𝑝) = 𝑆1(𝐿𝑃 )𝑆2(𝐿𝑃 )Ψ𝑀,0(𝑝), (1.11)

где 𝑆1,2(𝐿𝑃 ) — матрицы конечномерных представлений группы Лоренца, за

висящие от спиновых свойств частиц 1 и 2, 𝐿𝑃 — преобразование Лоренца,

связывающее две системы отсчета. Квазипотенциал 𝑉 определяется через

спроектированную на положительно частотные состояния двухчастичную ам

плитуду рассеяния вне массовой поверхности. В КЭД квазипотенциал может

быть построен с помощью теории возмущений:

𝑉 = 𝑉 (1) + 𝑉 (2) + ...; 𝑉 (1) = 𝑇
(1)
(+); 𝑉 (2) = 𝑇

(2)
(+) − 𝑇

(1)
(+)𝐺

𝑓𝑇
(1)
(+), (1.12)

где (+) означает проекцию на положительно частотные состояния, 𝐺𝑓 — функ

ция Грина свободных частиц. В нерелятивистском приближении уравнение
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Логунова — Тавхелидзе (1.9) преобразуется к шредингеровскому виду:

(𝑊 − 𝑝2

2µ
)Ψ(𝑝) =

1

(2π)3

∫︁
𝑑𝑞𝑉 (𝑝,𝑞;𝑊 )Ψ(𝑞), (1.13)

где 𝑊 = 𝑀 − 𝑚1 − 𝑚2, µ — приведенная масса.

Рассмотрим построение квазипотенциала на примере потенциала Брейта.

Потенциал Брейта соответствует диаграмме однофотонного взаимодействия.

Сначала запишем амплитуду однофотонного взаимодействия для двух ферми

онов:

𝑀 = −𝑒2(𝑢1
′
Γµ𝑢1)𝐷µν(𝑞)(𝑢2

′
Γν𝑢2), (1.14)

где 𝑢1, 𝑢2 — спиноры Дирака, 𝐷µν(𝑞) — фотонный пропагатор, вершинные функ

ции Γµ имеют следующий вид:

Γµ =

[︂
γµρ

(︀
𝑘2
)︀
+

i

2𝑚
σµ𝑣𝑘

𝑣𝑓
(︀
𝑘2
)︀]︂

, (1.15)

где ρ (0) = 𝑒, 𝑓 (0) = 𝑒κ, κ — аномальный магнитный момент,

𝑘𝑣 = (𝑝− 𝑞)𝑣. (1.16)

Фотонный пропагатор удобно выбрать в кулоновской калибровке:

𝐷00 = −4π

𝑞2
,𝐷0𝑖 = 0,𝐷𝑖𝑘 =

4π

𝑞2 −ω2/𝑐2

(︂
δ𝑖𝑘 −

𝑞𝑖𝑞𝑘
𝑞2

)︂
. (1.17)

Явный вид дираковских спиноров [63]:

𝑢 =
√
2𝑚

⎛⎝ (︁
1− 𝑝2

8𝑚2𝑐2

)︁
𝑤

σ𝑝
2𝑚𝑐𝑤

⎞⎠ (1.18)

Используя (1.18), выполняя разложение в (1.14) по степеням (𝑝2/𝑚2) и сохра

няя члены первого порядка по данному параметру, получим выражение для
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гамильтониана Брейта в импульсном представлении:

𝑉 𝐵𝑟𝑒𝑖𝑡(p,q,k) = 1
k2

{︀
𝐺𝐸1

(︀
𝑘2
)︀
𝐺𝐸2

(︀
𝑘2
)︀
+

+ρ1
(︀
𝑘2
)︀
ρ2
(︀
𝑘2
)︀ [︁

p2+q2

4𝑚1𝑚2
+ p2q2

𝑚1𝑚2k2 − k2

8µ2

]︁
+

+
𝑖

4𝑚1
[p× q]σ1ρ2

(︀
𝑘2
)︀ [︂(︂ 1

𝑚1
+

2

𝑚2

)︂
ρ1
(︀
𝑘2
)︀
− 2

µ
𝑓1
(︀
𝑘2
)︀]︂

+

+
𝑖

4𝑚2
[p× q]σ2ρ1

(︀
𝑘2
)︀ [︂(︂ 1

𝑚2
+

2

𝑚1

)︂
ρ2
(︀
𝑘2
)︀
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2

µ
𝑓2
(︀
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)︀]︂

−
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𝐺𝑀1

(︀
𝑘2
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𝐺𝑀2

(︀
𝑘2
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2 − (k · σ1) (k · σ2)

]︀
},

(1.19)

𝑘2 = −k2, µ =
𝑚1𝑚2

𝑚1 +𝑚2
, (1.20)

Для нахождения вида данного квазипотенциала в координатном представлении

необходимо выполнить преобразование Фурье следующего вида:∫︁
𝑒𝑖𝑘𝑟𝑉 𝐵𝑟𝑒𝑖𝑡(p,q,k)

𝑑3𝑘

(2π)3
= 𝑉 𝐵𝑟𝑒𝑖𝑡(p,q,𝑟). (1.21)

Для вычисления необходимо использовать вспомогательные формулы [63]:∫︀
𝑒𝑖𝑞𝑟 4π𝑞2

𝑑3𝑞
(2π)3 =

1
𝑟 ,∫︀

𝑒𝑖𝑞𝑟 4π𝑞𝑞2
𝑑3𝑞
(2π)3 =

𝑖𝑟
𝑟3 ,∫︀

𝑒𝑖𝑞𝑟 4π(𝑎𝑞)(𝑏𝑞)𝑞4
𝑑3𝑞
(2π)3 =

1
2𝑟

[︁
𝑎𝑏− (𝑎𝑟)(𝑏𝑟)

𝑟2

]︁
,∫︀

𝑒𝑖𝑞𝑟 4π(𝑎𝑞)(𝑏𝑞)𝑞2
𝑑3𝑞
(2π)3 =

1
𝑟3

[︁
𝑎𝑏− 3 (𝑎𝑟)(𝑏𝑟)

𝑟2

]︁
+ 4π

3 (𝑎𝑏)δ(𝑟),

(1.22)

где 𝑎,𝑏 - постоянные векторы.

Квазипотенциальный метод был задуман в качестве прямого обобще

ния потенциальной теории двухчастичного взаимодействия на релятивистский

случай. Он объединяет удобство трехмерного подхода и возможность веро

ятностной интерпретации волновой функции с преимуществами полностью

ковариантного метода (перенормируемость, аналитичность). Представленные

далее вычисления сверхтонкой структуры S- и P-состояний атома мюонного

дейтерия выполнены в рамках квазипотенциального подхода в нерелятивист

ском приближении [64—72]. Релятивистские поправки рассматриваются нами

на основе теории Дирака отдельно. Их подробное вычисление представлено в

приложении А.
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1.2 Современные экспериментальные результаты по мюонным

атомам

Как уже упоминалось ранее, в последние годы большой теоретический

и экспериментальный интерес связан с мюонными водородоподобными атома

ми — мюонным водородом, мюонным дейтерием, ионами мюонного гелия. Серия

спектроскопических экспериментов коллаборации CREMA с этими атомами

позволила получить на порядок более точные значения зарядовых радиусов

соответствующих ядер, но также и породила «загадку радиуса протона». Зна

чение зарядового радиуса протона, рекомендованное CODATA [5], находится

в заметном расхождении с результатом из эксперимента с мюонным водоро

дом. Значение CODATA получено на основе экспериментов по спектроскопии

электронного водорода и электрон-протонного рассеяния. Аналогичная ситуа

ция с расхождением зарядовых радиусов наблюдается и для атома мюонного

дейтерия. Исследуем более детально современные экспериментальные результа

ты по мюонным атомам, а также актуальные эксперименты по спектроскопии

электронного водорода.

Результаты первого эксперимента по спектроскопии мюонного водорода

были опубликованы в [6]. Эксперимент представляет собой прецизионное из

мерение лэмбовского сдвига в атоме µ𝑝. При помощи импульсной лазерной

спектроскопии на длине волны около 6.01 мкм была измерена разность энергий

между уровнями 2𝑆𝐹=1
1/2 и 2𝑃 𝐹=2

3/2 мюонного водорода. Эксперимент был выпол

нен на мюонном пучке π E5 протонного ускорителя института PSI (Paul Scherrer

Institute) в Швейцарии. Для эксперимента был использован специальный низко

энергетический пучок µ− (кинетическая энергия ∼ 5 кэВ), что дало на порядок

больше остановленных мюонов в объеме мишени (малом объеме газа низкой

плотности), чем при использовании стандартного пучка.

Рассмотрим экспериментальный метод подробнее. Медленные мюоны из

низкоэнергетического мюонного пучка попадают в соленоид (5 Тл), где детек
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Рисунок 1.3 — Переходы между уровнями энергии атома мюонного водорода в
эксперименте коллаборации CREMA. (A) — формирование

сильновозбужденных (𝑛 ≈ 14) µ𝑝 атомов и их последующий переход в
основное 1𝑆-состояние, (B) — индуцированный коротким лазерным импульсом
переход 2𝑆 → 2𝑃 , сразу за которым следует переход 2𝑃 → 1𝑆 с испусканием

𝐾α рентгеновских фотонов, (C) — схема уровней энергии 2P и 2S атома
мюонного водорода с указанием измеренных в ходе эксперимента переходов.

Рисунок взят из работы [7]

тируются, что является триггером для импульсной лазерной системы. Мюоны

затем останавливаются в мишени —𝐻2 газе (давление 1 гПа) и порождают силь

но возбужденные (𝑛 ≈ 14) µ𝑝 атомы. Большинство атомов мюонного водорода

быстро переходят в основное 1𝑆-состояние, но порядка 1 % атомов переходят в

долгоживущее 2𝑆-состояние. Этот процесс схематически представлен на рисун
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ке 1.3 (A). Затем, через ∼ 0.9 мкс, короткий лазерный импульс с длиной волны

λ ≈ 6 мкм, как показано на рисунке 1.3 (B), индуцирует переход 2𝑆 → 2𝑃 ,

сразу за которым следует переход 2𝑃 → 1𝑆 с энергией 1.9 кэВ (время жизни

состояния 2𝑃 τ2𝑃 = 8.5 пс). 𝐾α рентгеновские фотоны детектируются при по

мощи лавинных диодов большой площади (LAAPDs). Ключевое значение для

эксперимента имеет время жизни 2𝑆-состояния τ2𝑆. В отсутствии столкнове

ний с молекулами газа время жизни 2𝑆-состояния будет равно времени жизни

мюона 2.2 мкс. В 𝐻2 газе τ2𝑆 ≈ 1 мкс при давлении 1 гПа. Количество за

фиксированных 1.9 кэВ сигналов показывает наличие исследуемых 2𝑃 → 1𝑆

переходов. Время измерения в эксперименте варьировалось от 3 до 13 часов на

каждую длину волны лазерного излучения. Временное окно, в течение которого

ожидались сигналы 𝐾α рентгеновских фотонов, равно 75 нс.

В результате была получена резонансная кривая, точки которой пред

ставляют собой количество зафиксированных 𝐾α рентгеновских сигналов,

нормированных на количество сформированных µ𝑝 атомов, как функцию от

частоты лазерного излучения. График резонансной кривой представлен на ри

сунке 1.4. При этом количество сформированных µ𝑝 атомов определяется тем

же детектором из LAAPDs как количество сигналов от атомов µ𝑝 переходящих

из сильного возбужденного состояния 𝑛 ≈ 14 в 1𝑆-состояние (таких атомов

порядка 99 %) перед лазерным импульсом, индуцирующим переход 2𝑆 → 2𝑃 .

Статистические погрешности составили 1σ. Систематическая погрешность экс

перимента равна 300 МГц. Величина перехода 2𝑆𝐹=1
1/2 → 2𝑃 𝐹=2

3/2 с учетом данных

погрешностей составила 49881.88(76) ГГц. Соответствующая переходу энергия

равна Δ𝐸 = 206.2949(32) мэВ. Для получения величины зарядового радиуса

протона по экспериментальным данным использовалось следующее выражение:

Δ𝐸 = 209.9779(49)− 5.2262𝑟2𝐸 + 0.0347𝑟3𝐸 мэВ, (1.23)

где 𝑟2𝐸 =
∫︀
𝑟2ρ𝐸(𝑟)𝑑

3𝑟, ρ𝐸 — нормированная плотность распределения заряда

в протоне. Энергия перехода Δ𝐸 представлена в виде суммы радиацион

ных поправок, поправок на отдачу и структуру протона, а также тонкого и



21

Рисунок 1.4 — Резонансная кривая, полученная в эксперименте коллаборации
CREMA с мюонным водородом. Синими точками обозначено количество

зафиксированных 𝐾α рентгеновских сигналов, нормированных на количество
сформированных µ𝑝 атомов, как функция от частоты лазерного излучения,
красная кривая представляет собой фитирующую кривую распределения

Лоренца, черная линия — уровень фона, желтыми точками отмечены
положения пика кривой, предсказанные по значениям радиуса протона из
CODATA и эксперимента по e-p рассеянию, точка «our value» обозначает
положение пика кривой текущего эксперимента, зеленая линия обозначает

калибровочные измерения. Все погрешности на графике показывают диапазон
±1 стандартное отклонение. Рисунок взят из работы [6]

сверхтонкого расщепления, вычисленных теоретически. Таким образом, для

извлечения величины зарядового радиуса ядра из эксперимента необходимы

точные теоретические предсказания для энергетического спектра соответствую

щего мюонного атома. В результате было получено значение зарядового радиуса

протона 𝑟𝑝 = 0.84184(36)(56) фм, где первое число в круглых скобках определя

ет экспериментальную погрешность, а второе — теоретическую. Таким образов,

в эксперименте R. Pohl, A. Antognini, F. Nez et al., Nature 466, 213 (2010)
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было получено в 10 раз боле точное значение зарядового радиуса, чем значе

ние, рекомендованное CODATA. Однако оно отличается от значения CODATA

𝑟𝑝 = 0.8768(69) на 5.0σ. Также эксперимент дал и новое значение постоянной

Ридберга, которое на 4.9σ отличается от значения, рекомендованного CODATA.

Данное расхождение не получило экспериментального или теоретического объ

яснения и было названо «загадкой радиуса протона».

Следующая статья [7] той же экспериментальной группы продолжает

исследование атома мюонного водорода и дает новые, уточненные значения за

рядового радиуса и постоянной Ридберга. Также в ней представлены данные

измерения еще одного перехода и сверхтонкой структуры µ𝑝. Эксперимен

тальный метод спектроскопии атома мюонного водорода в [7] не претерпел

изменений по сравнению с [6]. Однако, наряду с повторным получением энер

гии перехода ν𝑡 = ν(2𝑆𝐹=1
1/2 → 2𝑃 𝐹=2

3/2 ) = 49881.35(65) ГГц был измерен новый

переход ν𝑠 = ν(2𝑆𝐹=0
1/2 → 2𝑃 𝐹=1

3/2 ) = 54611.16(1.05) ГГц (для его измерения

использовалась длинна волны лазерного импульса λ ≈ 5.5 мкм). Обе частоты

переходов представлены на рисунке 1.4. Экспериментальная погрешность пере

хода ν𝑡 была уменьшена с 0.76 ГГц до 0.65 ГГц за счет улучшения методов

анализа данных. Измерение двух частот перехода позволило, в дополнение к

лэмбовскому сдвигу, получить величину сверхтонкого расщепления атома мюон

ного водорода. Основные формулы для получения значений лэмбовского сдвига

и сверхтонкой структуры по экспериментальным данным имеют вид:

1

4
ℎν𝑠 +

3

4
ℎν𝑡 = Δ𝐸𝐿 + 8.8123(2) мэВ

ℎν𝑠 − ℎν𝑡 = Δ𝐸𝐻𝐹𝑆 − 3.2480(2) мэВ,
(1.24)

где Δ𝐸𝐿 = Δ𝐸2𝑃1/2−2𝑆1/2
— лэмбовский сдвиг, Δ𝐸𝐻𝐹𝑆 — сверхтонкое рас

щепление 2𝑆-состояния, численные члены содержат теоретические величины

тонкого расщепления 2𝑃 -уровня, сверхтонкого расщепления уровня 2𝑃3/2 а так

же величину смешивания 2𝑃 -состояний. В результате были получены значения

Δ𝐸𝑒𝑥𝑝
𝐿 = 202.3706(23) мэВ и Δ𝐸𝑒𝑥𝑝

𝐻𝐹𝑆 = 22.8089(51) мэВ и уточненная (в 1.7
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раза более точная) по сравнению с экспериментом [6] величина зарядового ра

диуса протона 𝑟𝐸 = 0.84087(39) фм, независимая от теоретического значения

сверхтонкого расщепления 2𝑆-уровня. Уточненное значение зарядового радиу

са протона отличается на 7.0σ от значения CODATA.

Измерение сверхтонкой структуры 2𝑆-состояния позволило также опреде

лить магнитный радиус 𝑟𝑀 = 0.87(6) фм и радиус Земаха 𝑟𝑍 = 1.082(37) фм

(𝑟𝑍 =
∫︀
𝑑3𝑟
∫︀
𝑑3𝑟′𝑟′ρ𝐸(𝑟)ρ𝑀(𝑟 − 𝑟′), ρ𝑀 — нормированная плотность распре

деления магнитного момента в протоне) протона. Обе величины находятся в

согласии с результатами электронных экспериментов, а величина измеренного

сверхтонкого расщепления согласуется с теоретически предсказанным значе

нием.

Рисунок 1.5 — Схема 𝑛 = 2 уровня энергии атома мюонного дейтерия с
обозначением измеренных в ходе эксперимента коллаборации CREMA частот

переходов. Рисунок взят из работы [12]
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За экспериментом с мюонным водородом последовала спектроскопия ато

ма мюонного дейтерия. Результаты эксперимента представлены в публикации

[12]. Используя тот же экспериментальный метод, что и в [6; 7] были из

мерены величины трех переходов в атоме мюонного дейтерия: 2𝑆
𝐹=3/2
1/2 →

2𝑃
𝐹=5/2
3/2 , 2𝑆

𝐹=1/2
1/2 → 2𝑃

𝐹=3/2
3/2 и 2𝑆

𝐹=1/2
1/2 → 2𝑃

𝐹=1/2
3/2 . Измеренные частоты

переходов и уровни тонкой и сверхтонкой структуры атома мюонного дей

терия представлены на рисунке 1.5. На рисунке 1.6 показаны резонансные

кривые для экспериментальных данных по спектроскопии атома мюонного

дейтерия. В результате было получено значение зарядового радиуса дейтро

на 𝑟𝑑 = 2.12562(13)эксп.(77)теор. фм, которое на 7.5σ отличается от значения

CODATA. Также получена величина сверхтонкого расщепления 2𝑆-уровня

мюонного дейтерия Δ𝐸𝑒𝑥𝑝
𝐻𝐹𝑆 = 6.2747(70)стат.(20)сист. мэВ, которая прекрасно

согласуется с теоретическими предсказаниями. Сравнение значений зарядового

радиуса дейтрона из различных экспериментов представлено на рисунке 1.7.

Таким образом, эксперимент с мюонным дейтерием еще больше усилил «загад

ку радиуса протона».

В связи с возникшим расхождением зарядовых радиусов протона из мю

онных и электронных экспериментов, был выполнен новый эксперимент по

спектроскопии электронного водорода [19]. Был измерен переход 2𝑆 → 4𝑃 в

электронном водороде, что позволило получить величину зарядового радиуса

протона 𝑟𝑝 = 0.8335(95) фм. Полученный зарядовый радиус на 3.3σ отличается

от усредненных данных по предыдущим спектроскопическим экспериментам

с электронным водородом, однако согласуется с радиусом из спектроскопии

мюонного водорода.

Далее последовал еще один эксперимент по спектроскопии электронно

го водорода [20]. При помощи непрерывного лазера на 205 нм, облучающего

атомный пучок при комнатной температуре, была измерена частота двухфо

тонного перехода 1𝑆 → 3𝑆 и получено значение зарядового радиуса протона

𝑟𝑝 = 0.877(13) фм, который согласуется со значением CODATA-2014. Расхожде

ние с результатами спектроскопии мюонного водорода составляет 2.8σ. Нужно
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Рисунок 1.6 — Резонансные кривые в эксперименте коллаборации CREMA с
мюонным дейтерием. Черные точки — количество зафиксированных

рентгеновских сигналов, нормированных на количество сформированных µ𝑑
атомов, как функция от частоты лазерного излучения. Красная, синяя и

зеленая кривые — фитирующие кривые распределения Лоренца, черная линия
— уровень фона, точки «our value # 1,2,3» — пики резонансных кривых

текущего эксперимента. Зарядовый радиус дейтрона из CODATA дает на
∼ 104 ГГц более низкое положение для резонансных пиков (фиолетовая

точка), оранжевой точкой «µ𝑝 + iso» обозначены положения пиков,
предсказанные по величине зарядового радиуса протона из мюонного

дейтерия и формулы для изотопического сдвига. Рисунок взят из работы [12]

заметить, что в работе [20] авторы ставят своей ближайшей целью улучшить

точность измерений.

Также важно упомянуть эксперимент коллаборации CREMA с ионами мю

онного гелия [13; 16], результаты которого в настоящее время только готовятся
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Рисунок 1.7 — Сравнение значений зарядового радиуса дейтрона из
различных источников. Рисунок взят из работы [13]

к публикации. В 2013 и 2014 годах были измерены несколько переходов в мю

онных ионах гелия-3 и гелия-4, что позволит получить величины зарядовых

радиусов соответствующих ядер.

Подводя итог, можно сказать, что на сегодняшний момент «загадка ра

диуса протона» все еще остается нерешенной. Расхождение между зарядовыми

радиусами из спектроскопии мюонных и электронных атомов увеличило экс

периментальную и теоретическую активность в этой области. Различными

экспериментальными группами проводятся новые исследования электронного

водорода, молекулярного водорода, ионов гелия, эксперименты по рассеянию

мюонов на протонах [14; 15; 18; 21]. Новые эксперименты позволят не только

проверить экспериментальные результаты коллаборации CREMA, но и повы

сить точность измерения интервалов тонкой и сверхтонкой структуры. Так

как извлечение величины зарядового радиуса из экспериментальных данных

требует наличия точных теоретических предсказаний энергетического спектра

мюонных атомов, уточнение и пересчет различных теоретических вкладов,

расчет новых поправок и увеличение точности также является важной и ак

туальной задачей.
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1.3 Эффекты однопетлевой и двухпетлевой поляризации вакуума

Как уже отмечалось ранее, наш подход к исследованию сверхтонкой

структуры мюонного дейтерия основывается на квазипотенциальном подходе в

квантовой электродинамике [37; 38; 42; 43; 64—69]. Основной вклад в оператор

взаимодействия мюона и дейтрона определяется Брейтовским гамильтонианом

[62; 63; 73] (для обозначения вклада в сверхтонкую структуру атома в матема

тических формулах используется сокращение "hfs"):

𝐻𝐵 = 𝐻0 +Δ𝑉 𝑓𝑠
𝐵 +Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠

𝐵 ,𝐻0 =
𝑝2

2µ
− 𝑍α

𝑟
, (1.25)

Δ𝑉 𝑓𝑠
𝐵 = − 𝑝4

8𝑚3
1

− 𝑝4

8𝑚3
2

+
π𝑍α

2

(︂
1

𝑚2
1

+
1

𝑚2
2

)︂
δ(𝑟)−

− 𝑍α

2𝑚1𝑚2𝑟

(︂
𝑝2 +

𝑟(𝑟𝑝)𝑝

𝑟2

)︂
,

(1.26)

В случае S-состояний сверхтонкая часть гамильтониана Брейта имеет вид:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠(𝑟) =
2πα

3𝑚1𝑚𝑝
𝑔𝑑𝑔µ(𝑠1𝑠2)δ(𝑟), (1.27)

где 𝑚1, 𝑚2 — массы мюона и дейтрона соответственно, 𝑚𝑝 — масса прото

на, 𝑔𝑑, 𝑔µ — гиромагнитные факторы дейтрона и мюона соответственно, 𝑠1,

𝑠2 — спиновые операторы мюона и дейтрона соответственно. Здесь и далее

во всех аналитических выражениях будет использоваться атомная система

единиц (ℏ = 𝑐 = 1). Сверхтонкая структура S-состояний возникает из-за

спин-спинового взаимодействия мюона и дейтрона. Потенциал спин-спинового

взаимодействия (1.27) дает основной вклад в энергию сверхтонкого расщепле

ния 𝑆-уровней (энергия Ферми) [74].

Чтобы получить аналитическое выражение для энергии сверхтонкого рас

щепления S-уровней нужно усреднить потенциал (1.27) по волновым функциям

S-состояний. Волновые функции для 1S и 2S состояний имеют вид:

ψ100(𝑟) =
𝑊 3/2

√
π

𝑒−𝑊𝑟, 𝑊 = µ𝑍α, (1.28)
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ψ200(𝑟) =
𝑊 3/2

2
√
2π

𝑒−𝑊𝑟/2

(︂
1− 𝑊𝑟

2

)︂
. (1.29)

При усреднении необходимы следующие соотношения:

< 𝑠1𝑠2 >𝑠=3/2 − < 𝑠1𝑠2 >𝑠=1/2=
3

2
, (1.30)

∫︀
Ψ*Ψδ(𝑟)𝑑3𝑥 = |Ψ(0)|2,

|Ψ(0)|2 = µ3(𝑍α)3

π𝑛3 ,
(1.31)

где µ — приведенная масса, 𝑠 = 𝑠1+𝑠2 — полный спин системы мюон — дейтрон.

После усреднения получаем следующее выражение для основного вклада

в сверхтонкое расщепление 1S и 2S уровней атома мюонного дейтерия:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝐹 (𝑛𝑆) = Δ𝐸(𝑠 =

3

2
)−Δ𝐸(𝑠 =

1

2
) =

2µ3α4µ𝑑

𝑚1𝑚𝑝𝑛3
=

=

⎧⎨⎩ 1𝑆 : 49.08751 мэВ

2𝑆 : 6.13594 мэВ
.

(1.32)

Удобно представить поправку на аномальный магнитный момент мюона в сверх

тонком расщеплении S-состояний отдельно, взяв экспериментальное значение

аномального магнитного момента мюона [5]:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑎µ

(𝑛𝑆) = 𝑎µΔ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝐹 (𝑛𝑆) =

⎧⎨⎩ 1𝑆 : 0.05723 мэВ

2𝑆 : 0.00715 мэВ
. (1.33)

В нашем расчете мы используем экспериментальное значение для аномального

магнитного момента мюона, однако необходимо отметить, что величина ано

мального магнитного момента мюона также рассчитана теоретически с высокой

точностью [75—79].

Таким образом, основной вклад в сверхтонкую структуру S-состояний в

атоме мюонного дейтерия с учетом аномального магнитного момента мюона

имеет вид:

Δ𝐸𝐹 (𝑛𝑆) =
2µ3α4µ𝑑(1 + 𝑎µ)

𝑚1𝑚𝑝𝑛3
=

⎧⎨⎩ 1𝑆 : 49.14474 мэВ

2𝑆 : 6.14309 мэВ
. (1.34)
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Энергия Ферми имеет порядок α4. Данные численные значения включены в

таблицу 1.

В аналитическом виде известны выражения для релятивистской поправки

порядка α6 к сверхтонкой структуре S-состояний мюонного дейтерия. Чис

ленные значения релятивистской поправки, полученные по формулам (А.41),

(А.42) включены в таблицу 1. Подробный вывод релятивистских поправок к

сверхтонкой структуре S- и P-состояний мюонного дейтерия представлен в при

ложении А.

Для достижения необходимой точности расчета сверхтонкой структуры

мюонного дейтерия мы учитываем однопетлевую и двухпетлевую электронную

поляризацию вакуума и однопетлевую монную поляризацию вакуума в пер

вом, втором и третьем порядках теории возмущений. Для вычисления поправок

необходимо сначала получить аналитическое выражение для поляризационного

оператора. В КЭД в первом приближении теории возмущений он определяется

петлей в диаграмме, изображенной на рисунке 1.8 [63].

Рисунок 1.8 — Поляризационный оператор

Для вычисления удобнее всего использовать соотношение унитарности и

дисперсионное соотношение. Соотношение унитарности с двухчатстичным про

межуточным состоянием при совпадающих начальном и конечном состояниях

дает [63]:

2𝐼𝑚𝑀𝑖𝑖 =
|𝑝|

(4π)2ε

∑︁
поляр

∫︁
|𝑀𝑛𝑖|2𝑑Ω. (1.35)



30

Для матричных элементов 𝑀𝑖𝑖 и 𝑀𝑛𝑖 имеем:

𝑖𝑀𝑖𝑖 =
√
4π𝑒*µ

√
4π𝑒ν

𝑖𝑃µν

4π ,

𝑀𝑛𝑖 = −𝑒
√
4π𝑒µ𝑗

µ,𝑗µ = �̄�(𝑝−)γ
µ𝑢(−𝑝+),

(1.36)

где 𝑃 - поляризационный оператор, 𝑝− - 4-импульс электрона, 𝑝+ - 4-импульс

позитрона, 𝑒ν - 4-вектор поляризации. В результате для (1.35) получаем [63]:

2𝑒*µ𝑒ν𝐼𝑚𝑃 µν =
𝑒2

4π

|𝑝|
ε

∑︁
поляр

∫︁
𝑗µ*𝑗ν𝑒*µ𝑒ν𝑑Ω. (1.37)

Интегрирование производится по направлениям трехмерного импульса 𝑝, а

суммирование - по поляризациям. Усредним обе стороны равенства (1.37) по

поляризациям, используя следующие соотношения:

𝑒*µ𝑒ν = −1

3

(︂
𝑔µν −

𝑘µ𝑘ν
𝑘2

)︂
,𝑃 µν𝑘ν = 0,𝑗µ𝑘µ = 0,𝑃 µµ = 3𝑃. (1.38)

После усреднения получим:

2𝐼𝑚𝑃 =
1

12π

|𝑝|
ε

∑︁
поляр

∫︁
(𝑗𝑗*)𝑑Ω. (1.39)

Интегрирование по углам сводится к умножению на 4π, суммирование по поля

ризациям происходит обычным образом. В результате для (1.39) получим:

2𝐼𝑚𝑃 = 𝑒2
|𝑝|
3ε

𝑇𝑟[γµ(γ𝑝− +𝑚)γµ(γ𝑝+ −𝑚)] = −𝑒2
8|𝑝|
3ε

(𝑝+𝑝− + 2𝑚2). (1.40)

Далее введем замену [63]:

𝑡 = 𝑘2 = (𝑝+ + 𝑝−)
2 = 2(𝑚2 + 𝑝+𝑝−),ε

2 = 𝑡,𝑝2 =
𝑡

4
−𝑚2. (1.41)

В результате для мнимой части поляризационного оператора получаем выра

жение:

𝐼𝑚𝑃 (𝑡) = −α
3

√︂
𝑡− 4𝑚2

𝑡
(𝑡+ 2𝑚2),𝑡 ⩾ 4𝑚2. (1.42)

Воспользуемся дисперсионным соотношением [63]:

𝑃 (𝑡) =
𝑡2

π

∫︁ ∞

0

𝐼𝑚𝑃 (𝑡′)

𝑡′2(𝑡′ − 𝑡)
𝑑𝑡′. (1.43)
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Учитывая условие 𝑡 ⩾ 4𝑚2 и используя замену 𝑡′ = 4𝑚2ξ2, получим итоговую

формулу для поляризационного оператора:

𝑃 (𝑡) = − α

3π
𝑡2
∫︁ ∞

1

√
ξ2 − 1(2ξ2 + 1)

ξ4
1

4𝑚2ξ2 − 𝑡
𝑑ξ. (1.44)

С помощью выражения (1.44) можно найти поправки на поляризацию вакуума

в тонкой и сверхтонкой структуре легких мюонных ВП атомов.

Рисунок 1.9 — Диаграмма однопетлевой поляризации вакуума в
однофотонном взаимодействии

На рисунке 1.9 изображена диаграмма Фейнмана для однопетлевой по

ляризации вакуума в однофотонном взаимодействии. Для получения вклада

однопетлевой электронной поляризации вакуума в потенциал сверхтонкого

взаимодействия нужно воспользоваться сверхтонкой частью гамильтониана

Брейта в импульсном представлении. Учитывая соотношение (1.44) для поля

ризационного оператора, необходимо сделать следующую замену в фотонном

пропагаторе:
1

𝑘2
→ α

3π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ
1

𝑘2 + 4𝑚2
𝑒ξ

2
. (1.45)

где спектральная функция:

ρ(ξ) =
√︀
ξ2 − 1(2ξ2 + 1)/ξ4. (1.46)

Далее для перехода в координатное представление нужно выполнить обратное

преобразование Фурье. В результате получим следующее выражение для вкла

да однопетлевой электронной поляризации вакуума в потенциал сверхтонкого
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взаимодействия частиц в S-состояниях [35; 64; 66; 67; 80; 81]:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃 (𝑟) =

4αµ𝑑(1 + 𝑎µ)

3𝑚1𝑚𝑝
(𝑠1𝑠2)

α

3π

∫︁ ∞

1

ρ(𝑠)𝑑𝑠×

×
(︂
πδ(𝑟)− 𝑚2

𝑒ξ
2

𝑟
𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟

)︂
,

(1.47)

В (1.47) мы сохраняем фактор с аномальным магнитным моментом мюона,

что приводит к эффективному учету поправки порядка α6. Усредняя (1.47) по

волновым функциям (1.28), (1.29), получим поправку порядка α5 к энергии

сверхтонкого расщепления 1𝑆- и 2𝑆-состояний:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃 (1𝑆) =

2µ3α5µ𝑑(1 + 𝑎µ)

3𝑚1𝑚𝑝π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ×

×
[︂
1− 𝑚2

𝑒ξ
2

𝑊 2

∫︁ ∞

0

𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥(1+𝑚𝑒ξ
𝑊 )
]︂
= 0.1039 мэВ,

(1.48)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃 (2𝑆) =

µ3α5µ𝑑(1 + 𝑎µ)

3𝑚1𝑚𝑝π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ×

×
[︂
1− 4𝑚2

𝑒ξ
2

𝑊 2

∫︁ ∞

0

𝑥
(︁
1− 𝑥

2

)︁2
𝑑𝑥𝑒−𝑥(1+ 2𝑚𝑒ξ

𝑊 )
]︂
= 0.0134 мэВ.

(1.49)

Вычисление (1.48),(1.49) проводилось в системе Mathematica. Заменяя массу

электрона 𝑚𝑒 на массу мюона 𝑚1 в (1.48), (1.49), можно найти вклад мюонной

поляризации вакуума в сверхтонкую структуру: 0.0009 мэВ (1𝑆), 0.0001 мэВ

(2𝑆). Он будет иметь более высокий порядок α6, так как отношение 𝑊/𝑚1 ≪ 1.

Вклад того же порядка α6 дается также диаграммами двухпетлевой поляриза

ции вакуума, представленными на рисунке 1.10 [82].

Для получения оператора взаимодействия для амплитуды с двумя по

следовательными петлями, необходимо дважды использовать замену (1.45). В

координатном представлении потенциал для S-состояний имеет следующий вид:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃−𝑉 𝑃 (𝑟) =

8παµ𝑑(1 + 𝑎µ)

3𝑚1𝑚𝑝
(𝑠1𝑠2)

(︁ α
3π

)︁2 ∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ×

×
∫︁ ∞

1

ρ(η)𝑑η

[︂
δ(𝑟)− 𝑚2

𝑒

π𝑟(η2 − ξ2)
(︀
η4𝑒−2𝑚𝑒η𝑟 − ξ4𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟

)︀]︂
.

(1.50)

Соответствующая поправка в сверхтонкую структуру уровней 1𝑆 и 2𝑆 может

быть представлена сначала в виде интеграла по 𝑟 и параметрам ξ, η. Далее



33

Рисунок 1.10 — Диаграммы двухпетлевой поляризации вакуума в
однофотонном взаимодействии

интеграл по 𝑟 вычислялся аналитически, а по ξ, η численно, используя систе

му Mathematica. Двухпетлевые поправки на поляризацию вакуума порядка α6,

представленные диаграммами Б и В на рисунке 1.10, могут быть вычислены ана

логично. В данном случае потенциал мюон-дейтронного взаимодействия для

S-состояний имеет более сложный вид:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
1γ,2−𝑙𝑜𝑜𝑝 𝑉 𝑃 (𝑟) =

8α3µ𝑑(1 + 𝑎µ)

9π2𝑚1𝑚𝑝
(𝑠1𝑠2)

∫︁ 1

0

𝑓(𝑣)𝑑𝑣

1− 𝑣2
×

×
[︂
πδ(𝑟)− 𝑚2

𝑒

𝑟(1− 𝑣2)
𝑒
− 2𝑚𝑒𝑟√

1−𝑣2

]︂
,

(1.51)

где двухпетлевая спектральная функция

𝑓(𝑣) = 𝑣
{︁
(3− 𝑣2)(1 + 𝑣2)

[︂
𝐿𝑖2

(︂
−1− 𝑣

1 + 𝑣

)︂
+ 2𝐿𝑖2

(︂
1− 𝑣

1 + 𝑣

)︂
+

+
3

2
ln

1 + 𝑣

1− 𝑣
ln

1 + 𝑣

2
− ln

1 + 𝑣

1− 𝑣
ln 𝑣

]︂
+

[︂
11

16
(3− 𝑣2)(1 + 𝑣2)+

+
𝑣4

4

]︂
ln

1 + 𝑣

1− 𝑣
+

[︂
3

2
𝑣(3− 𝑣2) ln

1− 𝑣2

4
− 2𝑣(3− 𝑣2) ln 𝑣

]︂
+

+
3

8
𝑣(5− 3𝑣2)

}︁
,

(1.52)

где 𝐿𝑖2(𝑧) — дилогарифм Эйлера. Численное значение поправки оператора

(1.51) к энергетическому спектру вычисляются тем же образом, как и в слу
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чае (1.50). Суммарная поправка от потенциалов (1.50) и (1.51) равна

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃,𝑉 𝑃 (𝑛𝑆) =

{︃
1𝑆 : 0.0005 мэВ
2𝑆 : 0.00006 мэВ

. (1.53)

Таблица 1 — Сверхтонкая структура S-состояний мюонного
дейтерия

Вклад 1𝑆, мэВ 2𝑆, мэВ № формулы
Энергия Ферми, α4 49.0875 6.1359 (1.32),[28]

АММ мюона 0.0572 0.0072 (1.33),[28]
Релятивистская поправка 0.0039 0.0007 (А.41),(А.42),

порядка α6 [28],[83]
Поляризация вакуума 0.3095 0.0341 (1.48)-(1.49),

порядка α5 (1.64)-(1.65)
Поляризация вакуума 0.0048 0.0005 (1.53),

порядка α6 (1.67)-(1.72)
Поляризация вакуума 0.0005 0.00004 (1.73)

порядка α6 в 3-м порядке ТВ
Поправка на структуру ядра, -0.9305± -0.1163± (1.89)

α5 ± 0.0090 ± 0.0010
Поправка на структуру ядра 0.0152± 0.0019± (3.1)

и ПВ, α6 ± 0.0001 ± 0.00001
Поправка на структуру ядра 0.0015 0.0002 (3.2)

и мюонную ПВ, α6

Адронная поляризация вакуума 0.0018 0.0002 [84]
порядка α6

Поправка на структуру ядра 0.0082 0.0008 (1.93)
порядка α6 в 1γ

Поправка на структуру ядра -0.0555 -0.0069 (1.96)-(1.97)
во втором порядке ТВ

Радиационная поправка к -0.0039 -0.0005 (3.20)-(3.23)
двухфотонным амплитудам, α6

Вклад поляризуемости 1.6972± 0.2121± [85]
дейтрона порядка α5 ±0.0340 ± 0.0042

Внутренняя поляризуемость 0.0840± 0.0105± [86]
дейтрона порядка α5 ± 0.0210 ± 0.0025

Вклад слабого взаимодействия 0 0 [3; 87]
Суммарный вклад 50.2814± 6.2804 ±

± 0.0410 ± 0.0050
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Вклад эффектов поляризации вакуума в сверхтонкую структуру мюонно

го дейтерия этим не исчерпывается. Поправки порядка α5 и α6 на однопетлевую

и двухпетлевую поляризацию вакуума к сверхтонкой структуре нужно также

учесть во втором и третьем порядках теории возмущений. При вычислении по

правок второго и третьего порядка теории возмущений в спектре энергии ВП

атома мы используем явное аналитическое выражение для кулоновской функ

ции Грина. Функция Грина представляет собой решение следующего уравнения:

(�̂� − 𝐸)𝐺𝐸(𝑟,𝑟
′) = δ(𝑟 − 𝑟′). (1.54)

Её спектральное разложение имеет вид [88]:

𝐺𝐸(𝑟,𝑟
′) =

∑︁
𝑖

ψ*
𝑖 (𝑟)ψ𝑖(𝑟

′)

𝐸𝑖 − 𝐸
. (1.55)

Поправки второго и третьего порядка теории возмущений определяются реду

цированной кулоновской функцией Грина �̃�. Её парциальное разложение имеет

вид:

�̃�𝑛(𝑟,𝑟
′) =

∑︁
𝑙,𝑚

𝑔𝑛𝑙(𝑟,𝑟
′)𝑌𝑙𝑚(𝑛)𝑌

*
𝑙𝑚(𝑛

′). (1.56)

Радиальная функция 𝑔𝑛𝑙(𝑟,𝑟
′) была получена в [88] в виде штурмовского

разложения по полиномам Лагерра. В нашем расчете мы используем редуциро

ванную кулоновскую функцию Грина �̃� для 1S и 2S состояний. Более подробно

получение кулоновской функции Грина обсуждается в приложении В. Также,

из-за наличия в потенциале взаимодействия дельта-функции Дирака, необхо

димо знать редуцированную кулоновскую функцию Грина с одним нулевым

аргументом. Для 1S и 2S состояний она была получена на основе представле

ния Хостлера после вычитания полюсного члена в виде [88]:

�̃�1𝑆(𝑟,0) =
𝑍αµ2

4π

𝑒−𝑥

𝑥
𝑔1𝑆(𝑥),

𝑔1𝑆(𝑥) =
[︀
4𝑥(ln 2𝑥+ 𝐶) + 4𝑥2 − 10𝑥− 2

]︀
,

(1.57)

�̃�2𝑆(𝑟,0) = −𝑍αµ2

4π

𝑒−𝑥/2

2𝑥
𝑔2𝑆(𝑥),

𝑔2𝑆(𝑥) =
[︀
4𝑥(𝑥− 2)(ln𝑥+ 𝐶) + 𝑥3 − 13𝑥2 + 6𝑥+ 4

]︀
,

(1.58)
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где 𝐶 = 0.5772... — постоянная Эйлера, 𝑥 = 𝑊𝑟.

Редуцированная кулоновская функция Грина 1S и 2S состояний с ненуле

выми аргументами имеет вид [88; 89]:

�̃�1𝑆(𝑟,𝑟
′) = −𝑍αµ2

π
𝑒−(𝑥1+𝑥2)𝑔1𝑆(𝑥1,𝑥2),

𝑔1𝑆(𝑥1,𝑥2) =
1

2𝑥<
− ln 2𝑥> − ln 2𝑥< + 𝐸𝑖(2𝑥<) +

7

2
− 2𝐶−

−(𝑥1 + 𝑥2) +
1− 𝑒2𝑥<

2𝑥<
,

(1.59)

�̃�2𝑆(𝑟,𝑟
′) = − 𝑍αµ2

16π𝑥1𝑥2
𝑒−(𝑥1+𝑥2)𝑔2𝑆(𝑥1,𝑥2),

𝑔2𝑆(𝑥1,𝑥2) = 8𝑥< − 4𝑥2< + 8𝑥> + 12𝑥<𝑥> − 26𝑥2<𝑥> + 2𝑥3<𝑥>−

−4𝑥2> − 26𝑥<𝑥
2
> + 23𝑥2<𝑥

2
> − 𝑥3<𝑥

2
> + 2𝑥<𝑥

3
> − 𝑥2<𝑥

3
>+

+4𝑒𝑥(1− 𝑥<)(𝑥> − 2)𝑥> + 4(𝑥< − 2)𝑥<(𝑥> − 2)𝑥>[−2𝐶 + 𝐸𝑖(𝑥<)−

− ln(𝑥<)− ln(𝑥>)],

(1.60)

где 𝑥< = 𝑚𝑖𝑛(𝑥1,𝑥2), 𝑥> = 𝑚𝑎𝑥(𝑥1,𝑥2), 𝑥1 = 𝑊𝑟, 𝑥2 = 𝑊𝑟′;, 𝐸𝑖(𝑥) — инте

гральная экспоненциальная функция.

Используем (1.57),(1.58),(1.59) и (1.60) для нахождения поправок на по

ляризацию вакуума во втором порядке теории возмущений. Соответствующие

диаграммы изображены на рисунке 1.11.

Основной вклад электронной поляризации вакуума во втором порядке теории

возмущений (SOPT - second order of perturbation theory) соответствует диаграм

ме А на рисунке 1.11 и имеет следующий вид:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑆𝑂𝑃𝑇 𝑉 𝑃 1 = 2 < ψ|Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� ·Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
𝐵 |ψ >, (1.61)

где Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
𝐵 определяется по формуле (1.27) для 1S и 2S состояний, Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 — мо

дифицированный кулоновский потенциал, �̃� — редуцированная кулоновская

функция Грина.
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Рисунок 1.11 — Диаграммы поляризации вакуума во втором порядке теории
возмущений

Для получения Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 в координатном представлении нужно воспользо

ваться выражением для потенциала кулоновского взаимодействия в импульс

ном представлении:

Δ𝑉 𝐶(𝑘) = −4π𝑍𝑒2

𝑘2
. (1.62)

Далее нужно воспользоваться заменой (1.45) и выполнить обратное преобра

зование Фурье для перехода к координатному представлению. В результате

получим искомое выражение для модифицированного кулоновского потенци

ала:

Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟) =

α

3π

∫︁
𝑒𝑖𝑘𝑟

∫︁ ∞

1

(︂
− 4π𝑍𝑒2

𝑘2 + 4𝑚2ξ2

)︂
ρ(ξ)𝑑ξ

𝑑3𝑘

(2π)3
=

=
α

3π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

(︂
−𝑍α

𝑟

)︂
𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟.

(1.63)

Подставляя (1.27),(1.63),(1.57),(1.58) в (1.61) и усредняя по волновым функциям

(1.28),(1.29), получим выражения для поправок на электронную поляризацию

вакуума к сверхтонкой структуре мюонного дейтерия для 1S и 2S состояний во
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втором порядке теории возмущений:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃 1(1𝑆) = −𝐸𝐹 (1𝑆)

α

3π
(1 + 𝑎µ)

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑥(1+𝑚𝑒ξ
𝑊 )×

×𝑔1𝑆(𝑥)𝑑𝑥 = 0.2056 мэВ,
(1.64)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃 1(2𝑆) = 𝐸𝐹 (2𝑆)

α

3π
(1 + 𝑎µ)

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑥(1+ 2𝑚𝑒ξ
𝑊 )×

×𝑔2𝑆(𝑥)(1−
𝑥

2
)𝑑𝑥 = 0.0207 мэВ.

(1.65)

В (1.64), (1.65) включен множитель (1 + 𝑎µ), поэтому эти выражения содержат

поправки порядка α5 и α6. Выполняя замену 𝑚𝑒 → 𝑚1 в (1.64), (1.65) мы вы

числяем также вклад мюонной поляризации вакуума во втором порядке теории

возмущений порядка α6: 0.0009 мэВ (1𝑆), 0.0001 мэВ (2𝑆).

Двухпетлевые поправки на рисунке 1.11(Б, В, Г, Д) имеют порядок α6.

Рассмотрим вклад диаграммы Б на рисунке 1.11, который определяется в 1S и

2S состояниях потенциалами (1.47) и (1.63), редуцированной кулоновской функ

цией Грина (1.59), (1.60) и редуцированной кулоновской функцией Грина с одни

ненулевым аргументом (1.57), (1.58). Общая структура такой поправки имеет

следующий вид:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑆𝑂𝑃𝑇 𝑉 𝑃 2 = 2 < ψ|Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠

1γ,𝑉 𝑃 · �̃� ·Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 |ψ > . (1.66)

В результате имеем для каждого уровня 1S и 2S по два вклада:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃 21(1𝑆) = −2α6µ3µ𝑑(1 + 𝑎µ)

9π2𝑚1𝑚𝑝

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

1

ρ(η)𝑑η

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥×

×𝑒−𝑥(1+𝑚𝑒ξ
𝑊 )𝑔1𝑆(𝑥),

(1.67)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃 22(1𝑆) = −4α6µ3µ𝑑(1 + 𝑎µ)𝑚

2
𝑒

9π2𝑚1𝑚𝑝𝑊 2

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

1

ρ(η)η2𝑑η×

×
∫︁ ∞

0

𝑥1𝑑𝑥1𝑒
−𝑥1(1+𝑚𝑒ξ

𝑊 )
∫︁ ∞

0

𝑥2𝑑𝑥2𝑒
−𝑥2(1+𝑚𝑒ξ

𝑊 )𝑔1𝑆(𝑥1,𝑥2),

(1.68)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃 21(2𝑆) =

α6µ3µ𝑑(1 + 𝑎µ)

36π2𝑚1𝑚𝑝

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

1

ρ(η)𝑑η×

×
∫︁ ∞

0

(︁
1− 𝑥

2

)︁
𝑑𝑥𝑒−𝑥(1+ 2𝑚𝑒ξ

𝑊 )𝑔2𝑆(𝑥),

(1.69)
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Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃 22(2𝑆) = −α

6µ3µ𝑑(1 + 𝑎µ)𝑚
2
𝑒

18π2𝑚1𝑚𝑝𝑊 2

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

1

ρ(η)η2𝑑η×

×
∫︁ ∞

0

(︁
1− 𝑥1

2

)︁
𝑑𝑥1𝑒

−𝑥1(1+ 2𝑚𝑒ξ
𝑊 )

∫︁ ∞

0

(︁
1− 𝑥2

2

)︁
𝑑𝑥2𝑒

−𝑥2(1+ 2𝑚𝑒ξ
𝑊 )×

×𝑔2𝑆(𝑥1,𝑥2).

(1.70)

По отдельности вклады (1.67), (1.68) и (1.69), (1.70) расходятся, но их сумма яв

ляется конечной. Вклад оставшихся диаграмм на рисунке 1.11 для S-состояний

может быть вычислен при помощи (1.61), где необходимо заменить потенциал

(1.63) на следующие потенциалы [68]:

Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃−𝑉 𝑃 (𝑟) =

(︁ α
3π

)︁2 ∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

1

ρ(η)𝑑η

(︂
−𝑍α

𝑟

)︂
1

ξ2 − η2
×

×
(︀
ξ2𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟 − η2𝑒−2𝑚𝑒η𝑟

)︀
,

(1.71)

Δ𝑉 𝐶
2−𝑙𝑜𝑜𝑝 𝑉 𝑃 (𝑟) = −2𝑍α3

3π2𝑟

∫︁ 1

0

𝑓(𝑣)𝑑𝑣

(1− 𝑣2)
𝑒
− 2𝑚𝑒𝑟√

1−𝑣2 . (1.72)

Рисунок 1.12 — Диаграммы поляризации вакуума в третьем порядке теории
возмущений

В третьем порядке теории возмущений поправка порядка α6 в сверхтон

кой структуре S-состояний представлена диаграммой, изображенной на рисунке

1.12. Аналитическое выражение для расчета поправки в третьем порядке тео

рии возмущений имеет вид:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑇𝑂𝑃𝑇 =< ψ𝑛|Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� ·Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠 · �̃� ·Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 |ψ𝑛 > +

+2 < ψ𝑛|Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 · �̃� ·Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� ·Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠|ψ𝑛 > −

− < ψ𝑛|Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠|ψ𝑛 >< ψ𝑛|Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 · �̃� · �̃� ·Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 |ψ𝑛 > −

−2 < ψ𝑛|Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 |ψ𝑛 >< ψ𝑛|Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� · �̃� ·Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠|ψ𝑛 > .

(1.73)
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Интегрирование по одной координатной переменной в (1.73) производится ана

литически, по второй координате и спектральным переменным интегрирование

выполняется численно.

Единственный подробный расчет сверхтонкого расщепления атома мюон

ного дейтерия представлен в работе [28]. Для 2𝑆 уровня в [28] была получена

следующая формула:

Δ𝐸2𝑠 =
3

2
β𝐷(1 + 𝑎µ)(1 + ε𝑉 𝑃 + ε𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥 + ε𝐵𝑟𝑒𝑖𝑡 + ε𝑍𝑒𝑚𝑎𝑐ℎ) =

= 6.0584(7) мэВ.
(1.74)

Она содержит следующие поправки к энергии Ферми: поправку на поляриза

цию вакуума, релятивистскую поправку, вершинную поправку(радиационная

поправка к двухфотонным диаграммам) и поправку Земаха. Полученные по

правки на поляризацию вакуума в сверхтонкой структуре S-состояний атома

мюонного дейтерия хорошо согласуются с результатами работы [28]. Основной

вклад вместе с поправкой на аномальный магнитный момент из работы [28]

для 2S-состояния равен 6.14298 мэВ, в то время как в нашей работе он ра

вен 6.1431 мэВ. Небольшое расхождение в значениях связано с различием в

используемых значениях аномального магнитного момента мюона в [28] и в на

шей работе. Релятивистская поправка для 2S-состояния мюонного дейтерия из

[28] (0.00069 мэВ) согласуется с нашим значением 0.0007 мэВ. Поправки на од

нопетлевую электронную поляризацию вакуума в первом и втором порядках

теории возмущений порядка α5 из [28] (0.01339 мэВ, 0.02070 мэВ соответствен

но) также хорошо согласуются с нашими значениями 0.0134 мэВ и 0.0207 мэВ.

Поправка на двухпетлевую электронную поляризацию вакуума в однофотон

ном взаимодействии из [28] (0.00010 мэВ) существенно отличается от нашего

значения 0.0005 мэВ. Однако необходимо отметить, что наше значение включа

ет в себя сумму нескольких поправок на двухпетлевую поляризацию вакуума в

первом и втором порядках теории возмущений порядка α6 и существенно улуч

шает вычисления из работы [28]. Поправка на мюонную поляризацию вакуума
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была учтена как в нашем расчете так и в работе [28]. Сравнение поправок на

структуру ядра с результатами [28] представлено в параграфе ??.

1.4 Поправки на структуру и отдачу ядра

Важным классом поправок к тонкой и сверхтонкой структуре легких мю

онных ВП атомов являются поправки на структуру и отдачу ядра [85; 90]. В

спектре энергии мюонных атомов такие поправки дают значительно больший

вклад, чем в электронных атомах, так как волновая функция мюона сильно

перекрывает область ядра. Необходимо отметить, что именно поправки на ко

нечный размер ядра, отдачу и поляризуемость ядра позволяют при сравнении

с экспериментом получить точные значения зарядового радиуса ядра, магнит

ного радиуса и радиуса Земаха.

Рисунок 1.13 — Двухфотонные обменные диаграммы с учетом структуры
ядра, дающие вклад порядка (𝑍α)5 в сверхтонкую структуру S-состояний

Основная поправка на структуру ядра в сверхтонкой структуре S-состоя

ний определяется двухфотонными обменными диаграммами, представленными

на рисунке 1.13, и имеет порядок 𝑍α5. Для построения квазипотенциала по

диаграмме на рисунке 1.13 нам необходимо сначала записать соответствующую

фейнмановскую амплитуду. Параметризация электромагнитного тока дейтро
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на имеет вид:

𝐽µ𝑑 (𝑝2,𝑞2) = ε
*
ρ(𝑞2)

{︃
(𝑝2 + 𝑞2)µ

2𝑚2
𝑔ρσ𝐹1(𝑘

2)− (𝑝2 + 𝑞2)µ
2𝑚2

𝑘ρ𝑘σ
2𝑚2

2

𝐹2(𝑘
2)−

−Σµνρσ
𝑘ν

2𝑚2
𝐹3(𝑘

2)

}︃
εσ(𝑝2),

(1.75)

где 𝑝2, 𝑞2 — 4-импульсы дейтрона в начальном и конечном состояниях, 𝑘 =

𝑞2 − 𝑝2. Вектор поляризации дейтрона εµ удовлетворяет следующим условиям:

ε*µ(𝑘,λ)ε
µ(𝑘,λ′) = −δλλ′, 𝑘µε

µ(𝑘,λ) = 0,∑︁
λ

ε*µ(𝑘,λ)εν(𝑘,λ) = −𝑔µν +
𝑘µ𝑘ν
𝑚2

2

.
(1.76)

Генератор инфинитезимальных преобразований Лоренца имеет вид:

Σµνρσ = 𝑔µρ𝑔
ν
σ − 𝑔µσ𝑔

ν
ρ . (1.77)

Электромагнитные формфакторы дейтрона 𝐹𝑖(𝑘
2) являются функциями квад

рата 4-импульса фотона. Они связаны с зарядовым 𝐹𝐶 , магнитным 𝐹𝑀 , и

квадрупольным 𝐹𝑄 формфакторами дейтрона следующими соотношениями [86;

91]:

𝐹𝐶 = 𝐹1 +
2

3
η [𝐹1 + (1 + η)𝐹2 − 𝐹3] , 𝐹𝑀 = 𝐹3,

𝐹𝑄 = 𝐹1 + (1 + η)𝐹2 − 𝐹3, η = − 𝑘2

4𝑚2
2

.
(1.78)

Электромагнитный ток мюона имеет вид:

𝐽µ𝑙 (𝑝1,𝑞1) = �̄�(𝑞1)

[︂
(𝑝1 + 𝑞1)

µ

2𝑚1
− (1 + 𝑎µ)σ

µν 𝑘ν
2𝑚1

]︂
𝑢(𝑝1), (1.79)

где 𝑝1, 𝑞1 — начальный и конечный 4-импульсы мюона, σµν = (γµγν − γνγµ)/2.

Амплитуды, описывающие виртуальное комптоновское рассеяние мюона и дей

трона, задаются прямыми и перекрестными двухфотонными диаграммами в

виде [86]:

𝑀 (𝑙)
µν = �̄�(𝑞1)

[︃
γµ

𝑝1 + 𝑘 +𝑚1

(𝑝1 + 𝑘)2 −𝑚2
1

γν + γν
𝑝1 − 𝑘 +𝑚1

(𝑝1 − 𝑘)2 −𝑚2
1

γµ

]︃
𝑢(𝑝1), (1.80)
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𝑀 (𝑑)
µν = ε*ρ(𝑞2)

[︂
(𝑞2 + 𝑝2 − 𝑘)µ

2𝑚2
𝑔ρλ𝐹1 −

(𝑞2 + 𝑝2 − 𝑘)µ
2𝑚2

𝑘ρ𝑘λ
2𝑚2

2

𝐹2−

−Σµαρλ
𝑘α
2𝑚2

𝐹3

]︂−𝑔λω + (𝑝2−𝑘)λ(𝑝2−𝑘)ω
𝑚2

2

(𝑝2 − 𝑘)2 −𝑚2
2

[︃
(𝑝2 + 𝑞2 − 𝑘)ν

2𝑚2
𝑔ωσ𝐹1−

−(𝑝2 + 𝑞2 − 𝑘)ν
2𝑚2

𝑘ω𝑘σ
2𝑚2

2

𝐹2 + Σνβωσ
𝑘β
2𝑚2

𝐹3

]︂
εσ(𝑝2).

(1.81)

Для построения квазипотенциала сверхтонкого взаимодействия по ампли

туде мы используем технику проекционных операторов [86; 92; 93]. Проекци

онные операторы π̂µ,3/2 and π̂µ,1/2 на состояния мюон — дейтронной пары со

спином 3/2 и 1/2 имеют следующий вид:

Π̂µ,3/2 = [𝑢(𝑝1)εµ(𝑝2)]3/2 = Ψµ(𝑃 ), Π̂µ,1/2 =
𝑖√
3
γ5 (γµ − 𝑣1,µ)Ψ(𝑃 ), (1.82)

∑︁
λ

Ψλµ(𝑃 )Ψ̄λν(𝑃 ) = −𝑣1 + 1

2

(︂
𝑔µν −

1

3
γµγν −

2

3
𝑣1,µ𝑣1,ν+

+
1

3
(𝑣1,µγν − 𝑣1,νγµ)

)︂
,

(1.83)

где спин — вектор Ψµ(𝑃 ) и спинор Ψ(𝑃 ) описывают связанные состояния мюо

на и дейтрона со спинами 3/2 и 1/2, 𝑣1,µ = 𝑃µ/𝑀 , 𝑃 = 𝑝1 + 𝑝2, 𝑀 = 𝑚1 +𝑚2.

Перемножая амплитуды (1.80) и (1.81) и применяя проекционные операторы

(1.82), мы получаем при помощи пакета аналитических расчетов Form [94] вы

ражение для сверхтонкой части потенциала двухфотонного взаимодействия в

кулоновской калибровке для обменных фотонов [86]:

𝑉 ℎ𝑓𝑠
2γ,𝑠𝑡𝑟 = (𝑍α)2

∫︁
𝑖𝑑4𝑘

π2
1

(𝑘2)2
1

𝑘4 − 4𝑘20𝑚
2
1

1

𝑘4 − 4𝑘20𝑚
2
2

×

×
{︂
2𝐹1𝐹3𝑘

6

(︂
𝑘2

𝑚2
2

− 𝑘2

𝑚2
2

− 4

)︂
+2𝐹2𝐹3

𝑘4

𝑚2
2

(︂
4𝑘40 + 𝑘4 − 4𝑘2𝑘20 −

𝑘6

𝑚2
2

)︂
+

+2𝐹 2
3 𝑘

2𝑘2

(︂
𝑘20 +

𝑘4

𝑚2
2

)︂}︂
.

(1.84)

Инфракрасная расходимость в (1.84) при 𝑘 → 0 связана с членом ∼ 𝐹1𝐹3𝑘
2. Она

может быть устранена при помощи итерационного члена квазипотенциала:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
𝑖𝑡𝑒𝑟 =

[︀
𝑉1γ ×𝐺𝑓 × 𝑉1γ

]︀𝐻𝐹𝑆
= 𝐸𝐹

16µα

3π𝑛3
(𝑆1𝑆2)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘2
𝐹1𝐹3. (1.85)
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Для удобства вычисления интеграла по петлевому импульсу выполним поворот

Вика и перейдем в евклидово импульсное пространство:∫︁
𝑑4𝑘 =

∫︁ ∞

0

𝑘3𝑑𝑘

∫︁ π

0

𝑠𝑖𝑛2φ𝑑φ

∫︁ π

0

𝑠𝑖𝑛θ𝑑θ

∫︁ 2π

0

𝑑ψ =

= 4π

∫︁ ∞

0

𝑘3𝑑𝑘

∫︁ π

0

𝑠𝑖𝑛2φ𝑑φ.

(1.86)

Интегрирование по углам в (1.84) в евклидовом импульсном пространстве

может быть выполнено аналитически. Также мы выносим фактор 𝐹3(0) =

𝑚2µ𝑑/𝑍𝑚𝑝 из формфактора 𝐹3, также как в выражении (1.85) и выполняем вы

читание итерационного слагаемого квазипотенциала (1.85). В результате вклад

двухфотонных обменных диаграмм в сверхтонкую структуру S-состояний в мю

онном дейтерии может быть записан в виде одномерного интеграла:

𝐸ℎ𝑓𝑠
2γ = 𝐸𝐹α

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘2
𝑉2γ(𝑘) = (1.87)

=
𝐸𝐹α

16π𝑚3
1𝑚

5
2(𝑚

2
1 −𝑚2

2)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘2

{︁
4𝑚2

1𝑚
2
2𝐹1𝐹3

[︁
𝑘5(𝑚2

2 −𝑚2
1)+

+8𝑘2𝑚2
1𝑚

2
2(ℎ2 − ℎ1) + 16𝑚2

1𝑚
4
2(ℎ2 − ℎ1)− 32𝑚2

1𝑚
4
2(𝑚2 −𝑚1)+

+𝑘4(𝑚2
1ℎ2 −𝑚2

2ℎ1)
]︁
+ 𝐹2𝐹3𝑘

2
[︁
𝑘5(𝑚4

2 −𝑚4
1) + 6𝑘3𝑚2

1𝑚
2
2(𝑚

2
1 −𝑚2

2)+

+8𝑘2𝑚2
1𝑚

2
2

(︀
𝑚2

1(ℎ2 − 2ℎ1) +𝑚2
2ℎ1

)︀
+ 16𝑚4

1𝑚
4
2(ℎ2 − ℎ1) + 𝑘4(𝑚4

1ℎ2−

−𝑚4
2ℎ1)

]︁
+ 𝐹 2

3 𝑘
2𝑚2

2

[︁
𝑘3(𝑚2

1 −𝑚2
2)(5𝑚

2
1 +𝑚2

2)+

+𝑘2
(︀
−5𝑚4

1ℎ2 +𝑚4
2ℎ1 + 4𝑚2

1𝑚
2
2ℎ1

)︀
+ 6𝑘𝑚2

1𝑚
2
2(𝑚

2
1 −𝑚2

2)
]︁}︁

,

где ℎ1,2 =
√︁

𝑘2 + 4𝑚2
1,2. Численное интегрирование в (1.87) выполняется с по

мощью следующей параметризации для формфакторов дейтрона [95]:⎛⎜⎜⎜⎝
𝐹𝐶

𝐹𝑄

𝐹𝑀

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝐹 2
𝐷

(︂
𝑘2

4

)︂
𝑀(η)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑓0

𝑓1

𝑓2

⎞⎟⎟⎟⎠ , (1.88)

где 𝐹𝐷- дипольный формфактор ядра, 𝑓𝑚 = 𝑘𝑚
∑︀4

𝑖=1
𝑎𝑚𝑖

𝑎2𝑚𝑖+𝑘2
. В результате

численного интегрирования получим следующие результаты для поправки на
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структуру ядра:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
2γ,𝑠𝑡𝑟(𝑛𝑆) =

{︃
1𝑆 : −0.9305 мэВ
2𝑆 : −0.1163 мэВ

. (1.89)

Полагая, что параметризация электромагнитных формфакторов дейтрона была

получена с неопределенностью около 0.5 процента на малых значениях квад

рата момента фотона, мы получаем теоретическую ошибку при вычислении

основной поправки на структуру ядра порядка (𝑍α)5, которая определяется

произведением двух электромагнитных формфакторов, не менее 1 процента

или ±0.0090 мэВ для 1𝑆-состояния и ±0.0010 мэВ для 2𝑆-состояния.

Рисунок 1.14 — Поправки на структуру ядра в однофотонном взаимодействии
в первом и втором порядках теории возмущений

Рассмотрим далее поправки на структуру ядра в однофотонном взаимо

действии. Поправки порядка α6, представленные на рисунке 1.14, дают вклад

в сверхтонкую структуру S-состояний в мюонном дейтерии. Для вычисления

вклада диаграммы А на рисунке 1.14 мы используем разложение магнитного

формфактора дейтрона при 𝑘2 → 0:

𝐺𝑀(𝑘2)|𝑘2→0 =
𝑚2

𝑍𝑚𝑝
µ𝑑

(︂
1− 1

6
𝑟2𝑀𝑘2

)︂
. (1.90)

В результате в импульсном представлении получаем:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠(𝑘) = − 4παµ𝑑
9𝑚1𝑚𝑝

𝑟2𝑀(𝑠1𝑠2)𝑘
2. (1.91)
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Выполняя обратное преобразование Фурье, переходим в координатное представ

ление:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠(𝑘) =
4παµ𝑑
9𝑚1𝑚𝑝

𝑟2𝑀(𝑠1𝑠2)∇2δ(𝑟). (1.92)

Усредняя потенциал (1.92) по кулоновским волновым функциям, получаем

аналитическое выражение для поправки на структуру ядра порядка α6 к сверх

тонкой структуре и численные значения для уровней 1𝑆 и 2𝑆:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑠𝑡𝑟 =

2

3
µ2α2𝑟2𝑀

3𝑛2 + 1

𝑛2
𝐸𝐹 =

{︃
1𝑆 : 0.0082 мэВ
2𝑆 : 0.0008 мэВ

. (1.93)

Еще одну поправку на структуру ядра во втором порядке теории возму

щений порядка α6 в сверхтонкой структуре спектра мюонного дейтерия дает

диаграмма Б на рисунке 1.14. Каждый из потенциалов при вычислении этой

поправки пропорционален δ(𝑟), если мы используем разложение по малому пе

реданному импульсу. В результате вклад во втором порядке теории возмущений

будет пропорционален расходящемуся выражению �̃�(0,0). Чтобы избежать по

явления �̃�(0,0) мы записываем потенциал поправки на структуру ядра в виде:

Δ𝑉 𝐶
𝑠𝑡𝑟,1γ(𝑘) = −𝑍α

𝑘2

[︃
1

(1 + 𝑘2

Λ2 )2
− 1

]︃
=

𝑍α

Λ2

(2 + 𝑘2

Λ2 )

(1 + 𝑘2

Λ2 )2
, Λ =

√
12

𝑟𝑑
. (1.94)

Удобство дипольной параметризации для формфактора дейтрона состоит в том,

что в результате в координатном представлении мы получаем простое удобное

выражение:

Δ𝑉 𝐶
𝑠𝑡𝑟,1γ(𝑟) =

𝑍α(2 + Λ𝑟)

8π𝑟
𝑒−Λ𝑟. (1.95)

Данное выражение не приводит к появлению �̃�(0,0). Используя выраже

ния (1.59) и (1.60) и проводя аналитическое интегрирование, получим поправку

на структуру ядра в однофотонном взаимодействии во втором порядке теории

возмущений в сверхтонкой структуре уровней 1𝑆 и 2𝑆:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑠𝑡𝑟,𝑆𝑂𝑃𝑇 (1𝑆) = 𝐸𝐹 (1𝑆)

µα

2πΛ(1 + 2𝑊
Λ )4

{︃
−2

𝑊

Λ

[︂
4
𝑊

Λ
(5 + 3

𝑊

Λ
)+

+13

]︂
−16

𝑊

Λ

(︂
1 +

𝑊

Λ

)︂(︂
1 +

2𝑊

Λ

)︂
coth−1

(︂
1 +

4𝑊

Λ

)︂
− 3

}︃
=

= −0.0555 мэВ,

(1.96)
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Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑠𝑡𝑟,𝑆𝑂𝑃𝑇 (2𝑆) = −𝐸𝐹 (2𝑆)

µα

8πΛ(1 + 𝑊
Λ )

6

{︃
𝑊

Λ

[︂(︂
𝑊

Λ

(︂
14 + 3

𝑊

Λ

)︂
+

+31

)︂
𝑊 2

Λ2
+ 16

]︂
+8

𝑊

Λ

(︂
1 +

𝑊

Λ

)︂[︂(︂
3 +

𝑊

Λ

)︂
𝑊 2

Λ2
+ 4

]︂
coth−1×

×
(︂
1 +

2𝑊

Λ

)︂
+6

}︃
= −0.0069 мэВ.

(1.97)

Все численные значения представлены в Таблице 1.

Сравнивая полученные численные значения поправок на структуру ядра

и отдачу в сверхтонкой структуре S-состояний мюонного дейтерия с резуль

татами из [28], нужно отметить, что в [28] была учтена поправка Земаха

(−0.1177(7) мэВ для 2𝑆-состояния, поправка на структуру ядра к двухфотон

ным обменным диаграммам без учета эффектов отдачи), в то время как нами

был вычислен полный вклад поправки на структуру ядра к двухфотонным

обменным диаграммам порядка α5 с учетом эффектов отдачи и с использо

ванием современной параметризации формфакторов дейтрона (−0.1163 мэВ

для 2𝑆-состояния). Наше значение сверхтонкого расщепления 2𝑆-состояния мю

онного дейтерия без учета поляризуемости 6.0683 мэВ хорошо согласуется со

значением 6.0584 meV из [28]. Небольшое различие в результатах обусловлено

учетом нами дополнительных поправок на структуру ядра, а также использо

ванием нами современных экспериментальных данных по электромагнитным

формфакторам дейтрона. Мы также включили в таблицу 1 численное значение

поправки на поляризуемость в сверхтонкой структуре S-состояний мюонного

дейтерия, которое было получено на основе аналитического выражения из [85]

для электронного дейтерия в приближении нулевого радиуса. Оценка поправки

на внутреннюю поляризуемость дейтрона была получена на основе результатов

для мюонного водорода. Экспериментальное значение сверхтонкой структуры

2S-состояния мюонного дейтерия Δ𝐸𝑒𝑥𝑝
𝐻𝐹𝑆 = 6.2747(70)стат.(20)сист. мэВ [12] хоро

шо согласуется с нашим значением Δ𝐸𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟
𝐻𝐹𝑆 = 6.2804 ± 0.0050 мэВ.
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1.5 Сверхтонкая структура мезомолекулярных ионов водорода

Рассмотрим трехчастичные связанные системы в квантовой механике.

Уравнение Шредингера в случае трех взаимодействующих частиц не имеет

точного аналитического решения, что создает необходимость использования

некоторых приближений или численных методов решения. В наиболее общем

случае, в предположении сравнимых масс трех частиц и сравнимых отно

сительных расстояний между частицами, необходимо использовать подход,

исключающий какие-либо приближения по отношению масс частиц или отно

сительным расстояниям. Этим обусловлен выбор нами вариационного подхода

в квантовой механике.

Обратимся теперь к актуальности изучения трехчастичных связанных

систем. В то время как ВП атомы являются классическими объектами для

прецизионной проверки квантовой электродинамики и определения значений

фундаментальных физических констант, трехчастичные связанные состояния,

такие как мезомолекулы 𝑝𝑝µ, 𝑝𝑑µ, 𝑝𝑡µ, 𝑑𝑑µ, 𝑡𝑑µ и 𝑡𝑡µ, также представля

ют огромный теоретический и экспериментальный интерес. Мезомолекулы, в

первую очередь, интересны в связи с явлением мюонного катализа ядерных

реакций синтеза.

Идея мюонного катализа ядерных реакций синтеза, или просто мюонного

катализа (muon catalyzed fusion, MCFusion, MCF), состоит в следующем:

– Отрицательно заряженный мюон (нестабильная частица с временем

жизни τµ = 2.2 · 10−6 с и массой 𝑚µ = 206.769𝑚𝑒) попадая в смесь

изотопов водорода, образует там мюонные атомы 𝑝µ, 𝑑µ и 𝑡𝑝µ, кото

рые, сталкиваясь затем с молекулами 𝐻2, 𝐷2 и 𝑇2 (а также 𝐻𝐷, 𝐻𝑇

и 𝐷𝑇 ), образуют мезомолекулы (или, точнее, мезомолекулярные ионы)

𝑝𝑝µ, 𝑝𝑑µ и так далее.

– Поскольку мюон примерно в 200 раз тяжелее электрона, то размеры ме

зомолекул во столько же раз меньше размеров молекулярных ионов 𝐻2,
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𝐻𝐷 и так далее, в которых ядра удалены друг от друга в среднем на

расстояние в две атомных единицы ∼ 2𝑎0 = 2ℏ2/𝑚𝑒𝑒
2 ≈ 10−8 см. В ме

зомолекулах ядра удалены на расстояние примерно в две мезоатомных

единицы ∼ 2𝑎µ = 2ℏ2/𝑚µ𝑒
2 ≈ 5 ·10−11 см. После образования мезомоле

кул 𝑑𝑑µ, 𝑡𝑑µ и 𝑡𝑡µ чрезвычайно быстро, за времена ≈ τ = 10−9 − 10−12

с, происходит слияние их ядер за счет сильного взаимодействия [96].

Для расчета скоростей образования мезомолекулярных ионов водорода

нужно знать структуру их уровней энергии и волновые функции для состо

яний с различными вращательными и колебательными квантовыми числами.

Такие расчеты предпринимались неоднократно, начиная с 1957 года. В 1973

— 1977 годах в Дубне был развит метод адиабатического представления в за

даче трех тел, позволявший выполнять вычисления с разумной точностью. В

дальнейшем с 80-х годов прошлого века и по сегодняшнее время прямые вариа

ционные методы расчетов [97—104] позволили существенно улучшить точность

прежних вычислений.

Важно отметить, что наряду с полной энергией 𝐸 конкретного состояния

мезомолекулярного иона может быть введена величина ε𝑏𝑖𝑛𝑑 = −(𝐸+ 𝑚𝑟

2𝑚µ𝑛2 ), где

𝑚𝑟 - приведенная масса двухчастичной системы из мюона и самого тяжелого

изотопа водорода (в случае мезомолекулы 𝑝𝑑µ это 𝑑µ), n - главное квантовое

число такой системы. Для основного состояния 𝑛 = 1 [97—101]. Для конкрет

ного уровня энергии мезомолекулярного иона знак величины ε𝑏𝑖𝑛𝑑 определяет,

является ли состояние двух кластеров (𝑑µ и 𝑝 в случае 𝑝𝑑µ) связанным или нет.

Для расчета сверхтонкой структуры основного состояния мезомолеку

лярных ионов водорода мы используем стохастический вариационный метод

[102—104]. Пробная волновая функция для связанной системы трех нетожде

ственных частиц может быть записана в следующем виде:

Ψ =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖), (1.98)

где N — размер базиса, ρ, λ — координаты Якоби, 𝐴 — 2 × 2 положительно

— определенная матрица нелинейных вариационных параметров, 𝑐𝑖 — линей
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ные вариационные параметры. Координаты Якоби связаны с относительными

координатами следующими соотношениями:

ρ = 𝑟1 − 𝑟2, (1.99)

λ =
𝑟1𝑚1 + 𝑟2𝑚2

𝑚1 +𝑚2
− 𝑟3. (1.100)

Тогда уравнение Шредингера для системы частиц будет иметь следующий об

щий вид:

�̂�Ψ = 𝐸Ψ, (1.101)

или, подставляя в явной форме пробную функцию (1.98),

�̂�
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖) = 𝐸
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖). (1.102)

Домножая обе части уравнения слева на φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑗), получаем:

𝑁∑︁
𝑖=1

(φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑗),�̂�φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖))𝑐𝑖 = 𝐸

𝑁∑︁
𝑖=1

(φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖),φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖))𝑐𝑖, (1.103)

что в матричном виде приводит к уравнению:

𝐻𝑐 = 𝐸𝐵𝑐, (1.104)

где 𝐻𝑖𝑗 =< φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖)|�̂�|φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑗) >, 𝐵𝑖𝑗 =< φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑖)|φ𝑆(ρ,λ,𝐴𝑗) >.

Верхняя оценка энергии основного состояния системы в вариационном подходе

дается наименьшим собственным значением обобщенной задачи на собствен

ные значения (1.104).

Для случая трех связанных частиц в 𝑆-состоянии (𝐿 = 0, где 𝐿 — полный

момент импульса системы) гауссовы базисные функции принимают вид:

φ𝑆(ρ,λ,𝐴) = 𝑒−
1
2 [𝐴11ρ

2+𝐴22λ
2+2𝐴12(ρλ)]Ψ𝑆12,𝑆, (1.105)

где Ψ𝑆12,𝑆 — спиновая волновая функция системы. Зная явный вид базисных

функций мы можем вычислить матричные элементы гамильтониана и пере

крывающие матричные элементы аналитически, что является преимуществом
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гауссова базиса. Перекрывающие матричные элементы тогда имеют следую

щий вид:

< φ′|φ >=

∫︁∫︁
𝑑ρ𝑑λ𝑒−

1
2 [𝐵11ρ

2+𝐵22λ
2+2𝐵12(ρλ)], (1.106)

где 𝐵𝑖𝑗 = 𝐴′
𝑖𝑗 + 𝐴𝑖𝑗. Перейдем к сферическим координатам и обозначим угол

между векторами ρ и λ как θ. Тогда, проинтегрировав по одному из углов,

получим:

< φ′|φ >= 8π2
∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

∫︁ π

0

ρ2λ2𝑑ρ𝑑λ𝑑(cos θ)𝑒−
1
2 [𝐵11ρ

2+𝐵22λ
2+2𝐵12ρλ cos θ] =

=
8π3

(𝑑𝑒𝑡𝐵)3/2
.

(1.107)

Для вычисления матричных элементов гамильтониана выпишем развернутые

выражения для кинетической и потенциальной энергии системы в координатах

Якоби. В нерелятивистском приближении гамильтониан мезомолекулярного

иона без учета сверхтонкой структуры имеет в координатах Якоби следую

щий вид:

�̂� = − ℏ2

2µ1
Δρ −

ℏ2

2µ2
Δλ +

𝑒1𝑒2
|ρ|

+
𝑒1𝑒3

|λ+ 𝑚2

𝑚12
ρ|

+
𝑒2𝑒3

|λ− 𝑚1

𝑚12
ρ|
, (1.108)

где µ1 = 𝑚1𝑚2

𝑚1+𝑚2
, µ2 =

(𝑚1+𝑚2)𝑚3

𝑚1+𝑚2+𝑚3
, 𝑟12 = 𝑟1 − 𝑟2 = ρ, 𝑟13 = 𝑟1 − 𝑟3 = λ + 𝑚2

𝑚12
ρ,

𝑟23 = 𝑟2 − 𝑟3 = λ − 𝑚1

𝑚12
ρ, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 — заряды частиц. Матричные элементы

кинетической энергии имеют следующую аналитическую форму:

< φ′|𝑇 |φ >= − 24π3

(det𝐵)5/2

{︂
ℏ2

2µ1
𝐼ρ +

ℏ2

2µ2
𝐼λ

}︂
, (1.109)

𝐼ρ = 𝐴2
12𝐵11 − 2𝐴11𝐴12𝐵12 + 𝐴11(𝐵

2
12 + (𝐴11 −𝐵11)𝐵22), (1.110)

𝐼λ = 𝐴2
12𝐵22 − 2𝐴22𝐴12𝐵12 + 𝐴22(𝐵

2
12 + (𝐴22 −𝐵22)𝐵11). (1.111)

Для матричных элементов потенциальной энергии имеем:

< φ′|𝑉 |φ >= 𝑒1𝑒2𝐼12 + 𝑒1𝑒3𝐼13 + 𝑒2𝑒3𝐼23. (1.112)

𝐼12 =
8
√
2π5/2√

𝐵22 det𝐵
. (1.113)
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При вычислении интеграла 𝐼13,23 была использована замена переменной 𝑘13,23 =

λ ± 𝑚13,23
2

𝑚12
ρ.

𝐼13,23 =
8
√
2π5/2√︁

𝐹 13,23
1 (𝐵22𝐹

13,23
1 − (𝐹 13,23

2 )2)
, (1.114)

𝐹 13,23
1 = 𝐵11 +𝐵22

(𝑚13,23
2,1 )2

𝑚2
12

∓ 2𝐵12

𝑚13,23
2,1

𝑚12
, 𝐹 13,23

2 = 𝐵12 ∓𝐵22

𝑚13,23
2,1

𝑚12
. (1.115)

Для расчета сверхтонкой структуры мезомолекулярных ионов водорода

вычислим матричные элементы сверхтонкой части гамильтониана взаимо

действия. Потенциал сверхтонкого взаимодействия для основного состояния

трехчастичной системы может быть получен из хорошо известного гамильтони

ана Брейта и записан в следующей удобной форме для трех взаимодействующих

частиц со спинами 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 соответственно:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠 = 𝑎(𝑆1𝑆2) + 𝑏(𝑆1𝑆3) + 𝑐(𝑆2𝑆3), (1.116)

𝑎 =
2πα2𝑒1𝑒2
3𝑚1𝑚2

(1 + κ1)

𝑆1

(1 + κ2)

𝑆2
δ(𝑟12),

𝑏 =
2πα2𝑒1𝑒3
3𝑚1𝑚3

(1 + κ1)

𝑆1

(1 + κ3)

𝑆3
δ(𝑟13),

𝑐 =
2πα2𝑒2𝑒3
3𝑚2𝑚3

(1 + κ2)

𝑆2

(1 + κ3)

𝑆3
δ(𝑟23),

где межчастичные расстояния выражаются через координаты Якоби следую

щим образом:

𝑟12 = 𝑟1 − 𝑟2 = ρ, (1.117)

𝑟13 = 𝑟1 − 𝑟3 = λ+
𝑚2

𝑚12
ρ, (1.118)

𝑟23 = 𝑟2 − 𝑟3 = λ− 𝑚1

𝑚12
ρ. (1.119)

В случае мезомолекулярных ионов удобно записать коэффициенты a, b и c через

g-факторы частиц в мюонных атомных единицах в виде:

𝑎 =
2πα2𝑒1𝑒2𝑔1𝑔2

3𝑚2
𝑝

δ(𝑟12), 𝑏 =
2πα2𝑒1𝑒3𝑔1𝑔3

3𝑚𝑝
δ(𝑟13), 𝑐 =

2πα2𝑒2𝑒3𝑔2𝑔3
3𝑚𝑝

δ(𝑟23),

(1.120)
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где индексы 1,2 соответствуют двум изотопам водорода, а индекс 3 — мюону,

𝑚𝑝 — масса протона в мюонных атомных единицах. Усреднение сверхтонко

го потенциала предполагает как усреднение по радиальным частям базисных

функций, так и по спиновым волновым функциям. Аналитическое интегриро

вание матричных элементов от δ(𝑟𝑖𝑗) дает следующие результаты:

< δ(𝑟12) >=< δ(ρ) >=

∫︁ ∫︁
𝑑ρ𝑑λδ(ρ)𝑒−

1
2 [𝐵11ρ

2+𝐵22λ
2+2𝐵12(ρλ)] =

= 4π

∫︁
λ2𝑑λ𝑒−

1
2𝐵22λ

2

=
(2π)3/2

(𝐵22)3/2
. (1.121)

< δ(𝑟13) >=
(2π)3/2

(𝐵11 − 2𝐵12
𝑚2

𝑚12
+𝐵22(

𝑚2

𝑚12
)2)3/2

, (1.122)

< δ(𝑟23) >=
(2π)3/2

(𝐵11 + 2𝐵12
𝑚1

𝑚12
+𝐵22(

𝑚1

𝑚12
)2)3/2

. (1.123)

Для усреднения по спиновым волновым функциям мы используем теорему Виг

нера — Эккарта Б. В общем виде формулы усреднения по спиновым волновым

функциям для произвольных спинов 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆3 могут быть записаны следу

ющим образом:

< Ψ𝑆′
12,𝑆

|(𝑆1𝑆2)|Ψ𝑆12,𝑆 >= (𝑆1𝑆2)𝑆12
δ𝑆12𝑆′

12
, (1.124)

< Ψ𝑆′
12,𝑆

|(𝑆1𝑆3)|Ψ𝑆12,𝑆 >=
√︁
(2𝑆 ′

12 + 1)(2𝑆12 + 1)(2𝑆1 + 1)(𝑆1 + 1)𝑆1×√︀
(2𝑆3 + 1)(𝑆3 + 1)𝑆3(−1)𝑆

𝑚𝑎𝑥
12 +𝑆𝑚𝑖𝑛

12 +𝑆+𝑆1+𝑆2+𝑆3+1×

×
{︂

𝑆12 𝑆3 𝑆

𝑆3 𝑆 ′
12 1

}︂{︂
𝑆1 𝑆 ′

12 𝑆2

𝑆12 𝑆1; 1

}︂
,

(1.125)

< Ψ𝑆′
12,𝑆

|(𝑆2𝑆3)|Ψ𝑆12,𝑆 >=
√︁
(2𝑆 ′

12 + 1)(2𝑆12 + 1)(2𝑆2 + 1)(𝑆2 + 1)𝑆2×√︀
(2𝑆3 + 1)(𝑆3 + 1)𝑆3 × (−1)2𝑆

𝑚𝑎𝑥
12 +𝑆+𝑆1+𝑆2+𝑆3+1×

×
{︂

𝑆12 𝑆3 𝑆

𝑆3 𝑆 ′
12 1

}︂{︂
𝑆2 𝑆 ′

12 𝑆1

𝑆12 𝑆2 1

}︂
.

(1.126)
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Тогда в случае 𝑆1 = 1, 𝑆2 = 𝑆3 = 1/2 для мезомолекулярных ионов 𝑝𝑑µ, 𝑡𝑑µ

матрица энергий принимает вид:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1
2𝑎+

1
2𝑏+

1
4𝑐 0 0 0

0 1
2𝑎−

5
6𝑏−

5
12𝑐

√
2
3 𝑏−

√
2
3 𝑐 0

0
√
2
3 𝑏−

√
2
3 𝑐 −𝑎+ 1

3𝑏−
1
12𝑐 0

0 0 0 −𝑎− 𝑏+ 1
4𝑐

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.127)

После диагонализации получаем следующие собственные значения:

λ1 =
1

4
(−4𝑎− 4𝑏+ 𝑐), (1.128)

λ2 =
1

4
(2𝑎+ 2𝑏+ 𝑐), (1.129)

λ3,4 =
1

4
(∓
√︀

9𝑎2 − 14𝑎𝑏− 4𝑎𝑐+ 9𝑏2 − 4𝑏𝑐+ 4𝑐2 − 𝑎− 𝑏− 𝑐). (1.130)

Таким образом, для конфигурации спинов 𝑆1 = 1, 𝑆2 = 𝑆3 = 1/2 мы получаем

4 уровня сверхтонкой структуры в основном состоянии. В случае 𝑆1 = 𝑆2 =

𝑆3 = 1/2 для мезомолекулярного иона 𝑡𝑝µ матрица энергий принимает вид:⎛⎜⎜⎜⎝
1
4𝑎+

1
4𝑏+

1
4𝑐 0 0

0 1
4𝑎−

1
2𝑏−

1
2𝑐

√
3
4 𝑏−

√
3
4 𝑐

0
√
3
4 𝑏−

√
3
4 𝑐 −3

4𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.131)

После диагонализации получаем следующие собственные значения:

λ1,2 = −1

4
(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)± 1

2

√︀
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏− 𝑏𝑐− 𝑎𝑐, (1.132)

λ3 =
1

4
(𝑎+ 𝑏+ 𝑐). (1.133)

Для конфигурации спинов 𝑆1 = 𝑆2 = 𝑆3 = 1/2 мы получаем 3 уровня сверх

тонкой структуры в основном состоянии.

Для непосредственного численного расчета сверхтонкой структуры ме

зомолекулярных ионов мы используем первый порядок теории возмущений и

вариационную волновую функцию, полученную после численного расчета энер

гии основного состояния с помощью стохастического вариационного метода.
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Например, для расчета численного значения матричного элемента < δ(𝑟12) >

в первом порядке теории возмущений используется следующая формула:

< δ(𝑟12) >=

∑︀𝑁
𝑖,𝑗=1 𝑐𝑖𝑐𝑗

(2π)3/2

(𝐴𝑖
22+𝐴𝑗

22)
3/2∑︀𝑁

𝑖,𝑗=1 𝑐𝑖𝑐𝑗
8π3

[(𝐴𝑖
11+𝐴𝑗

11)(𝐴
𝑖
22+𝐴𝑗

22)−(𝐴𝑖
12+𝐴𝑗

12)
2]3/2

, (1.134)

где 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 — линейные вариационные параметры, 𝑁 — размер базиса. Остальные

матричные элементы могут быть вычислены аналогично. Таким образом, мы

получаем численные значения для коэффициентов 𝑎, 𝑏 и 𝑐 и энергии уровней

сверхтонкой структуры для мезомолекулярных ионов водорода.

Отдельно необходимо рассмотреть релятивистские поправки и поправку

на поляризацию вакуума к энергии основного состояния мезомолекулярных

ионов. Релятивистские поправки, которые могут быть получены из гамильтони

ана Брейта, имеют в случае трех взаимодействующих частиц следующий вид:

𝑉rel = −α
2

8

3∑︁
𝑖=1

𝑝4
𝑖

𝑚3
𝑖

− πα2

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1;�̸�=𝑗

𝑒𝑖𝑒𝑗

(︂
1

𝑚2
𝑖

+
1

𝑚2
𝑗

)︂
δ(𝑟𝑖𝑗)−

−α
2

2

3∑︁
𝑖,𝑗=1;�̸�=𝑗

𝑒𝑖𝑒𝑗

(︂
𝑝𝑖𝑝𝑗 +

𝑟𝑖𝑗(𝑟𝑖𝑗 ·𝑝𝑖)𝑝𝑗

𝑟2𝑖𝑗

)︂
𝑚𝑖𝑚𝑗𝑟𝑖𝑗

.

(1.135)

Все поправки представлены в мюонных атомных единицах. Поправка на поля

ризацию вакуума в мюонных атомных единицах имеет вид:

𝑉VP =
α

3π

3∑︁
𝑖,𝑗=1;𝑖 ̸=𝑗

𝑒𝑖𝑒𝑗
𝑟𝑖𝑗

∫︁ ∞

1

𝑑ξ

√
ξ2 − 1(2ξ2 + 1)

ξ4
𝑒−2γξ𝑟𝑖𝑗 , (1.136)

где γ = 𝑚e

𝑚µα
. Для расчета поправок, как и в случае сверхтонкой структуры, мы

используем первый порядок теории возмущений. Общее выражение для произ

вольного потенциала имеет вид:

< 𝑉 >=

∑︀𝐾
𝑖,𝑗=1 𝑐𝑖𝑐𝑗 < φ𝑖|𝑉 |φ𝑗 >∑︀𝐾

𝑖,𝑗=1 𝑐𝑖𝑐𝑗
8π3

[(𝐴𝑖
11+𝐴𝑗

11)(𝐴
𝑖
22+𝐴𝑗

22)−(𝐴𝑖
12+𝐴𝑗

12)
2]3/2

, (1.137)

где 𝑉 — произвольный потенциал, 𝑐𝑖, 𝑐𝑗 — линейные вариационные пара

метры, 𝐾 — количество базисных функций. Из данного выражения следует
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необходимость вычислить матричные элементы < φ𝑖|𝑉 |φ𝑗 > для релятивист

ских поправок и поправки на поляризацию вакуума. Для основного состояния

мезомолекулярных ионов такие матричные элементы имеют следующий ана

литический вид:

< φ𝑖|𝑝4
1|φ𝑗 >=

15(2π)3

(det𝐵)7/2

[︂(︂
𝐴𝑗

11 + 2
𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑗

12 +

(︂
𝑚1

𝑚1 +𝑚2

)︂2

𝐴𝑗
22

)︂
×

× det(𝐴𝑖) +

(︂
𝐴𝑖

11 + 2
𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑖

12 +

(︂
𝑚1

𝑚1 +𝑚2

)︂2

𝐴𝑖
22

)︂
det(𝐴𝑗)

]︂2
, (1.138)

< φ𝑖|𝑝4
2|φ𝑗 >=

15(2π)3

(det𝐵)7/2

[︂(︂
𝐴𝑗

11 − 2
𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑗

12 +

(︂
𝑚2

𝑚1 +𝑚2

)︂2

𝐴𝑗
22

)︂
×

× det(𝐴𝑖) +

(︂
𝐴𝑖

11 − 2
𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑖

12 +

(︂
𝑚2

𝑚1 +𝑚2

)︂2

𝐴𝑖
22

)︂
det(𝐴𝑗)

]︂2
, (1.139)

< φ𝑖|𝑝4
3|φ𝑗 >=

15(2π)3

(det𝐵)7/2
[𝐴𝑗

22 det𝐴
𝑖 + 𝐴𝑖

22 det𝐴
𝑗]2, (1.140)

< φ𝑖|
1

𝑟12

(︂
𝑝1𝑝2 +

𝑟12(𝑟12 · 𝑝1)𝑝2

𝑟212

)︂
|φ𝑗 >=

=
8(2π)5/2

[
√
𝐵22(det𝐵)2]

[︂(︂
𝐴𝑖

11 +
𝑚1 −𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑖

12− (1.141)

− 𝑚1𝑚2

(𝑚1 +𝑚2)2
𝐴𝑖

22

)︂
det(𝐴𝑗) +

(︂
𝐴𝑗

11 +
𝑚1 −𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑗

12 −
𝑚1𝑚2

(𝑚1 +𝑚2)2
𝐴𝑗

22

)︂
det(𝐴𝑖)

]︂
,

< φ𝑖|
1

𝑟13

(︂
𝑝1𝑝3 +

𝑟13(𝑟13 · 𝑝1)𝑝3

𝑟213

)︂
|φ𝑗 >=

=
8(2π)5/2[︂

(det𝐵)2

√︃
𝐵11 − 2 𝑚2

𝑚1+𝑚2
𝐵12 +

(︂
𝑚2

𝑚1+𝑚2

)︂2

𝐵22

]︂× (1.142)

×
[︂(︂

𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑖

22 + 𝐴𝑖
12

)︂
det(𝐴𝑗) +

(︂
𝑚1

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑗

22 + 𝐴𝑗
12

)︂
det(𝐴𝑖)

]︂
,

< φ𝑖|
1

𝑟23

(︂
𝑝2𝑝3 +

𝑟23(𝑟23 · 𝑝2)𝑝3

𝑟223

)︂
|φ𝑗 >=

=
8(2π)5/2[︂

(det𝐵)2

√︃
𝐵11 + 2 𝑚1

𝑚1+𝑚2
𝐵12 +

(︂
𝑚1

𝑚1+𝑚2

)︂2

𝐵22

]︂× (1.143)
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×
[︂(︂

𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑖

22 − 𝐴𝑖
12

)︂
det(𝐴𝑗) +

(︂
𝑚2

𝑚1 +𝑚2
𝐴𝑗

22 − 𝐴𝑗
12

)︂
det(𝐴𝑖)

]︂
.

В случае поправки на однопетлевую поляризацию вакуума аналитическое выра

жение для матричного элемента после интегрирования по координатам Якоби

и спектральному параметру выражается через G-функции Мейера следующим

образом:

< φ𝑖|
1

𝑟12

∫︁ ∞

1

𝑑ξ

√
ξ2 − 1(2ξ2 + 1)

ξ4
𝑒
−2 𝑚e

𝑚µα
ξ𝑟12|φ𝑗 >=

√
2π7/2

4M 5/2𝐵
3/2
22

×

×(8πM 3/2𝐺2,1
3,4

⎛⎝N 2

4M
|

0,12 ,
3
2

0,0,12 ,
1
2

⎞⎠+

+
√
π(4

√
πM 3/2𝐺2,1

3,4

⎛⎝N 2

4M
|

0,12 ,
5
2

0,1,12 ,
1
2

⎞⎠+ N 3 + 6N M )),

(1.144)

N = 2γ, M =
det𝐵

2𝐵22
, (1.145)

< φ𝑖|
1

𝑟13,23

∫︁ ∞

1

𝑑ξ

√
ξ2 − 1(2ξ2 + 1)

ξ4
𝑒
−2 𝑚e

𝑚µα
ξ𝑟13,23|φ𝑗 >=

√
2π7/2

4(L 13,23)5/2(𝐹 13,23
1 )3/2

×

×(8π(L 13,23)3/2𝐺2,1
3,4

⎛⎝ N 2

4L 13,23
|

0,12 ,
3
2

0,0,12 ,
1
2

⎞⎠+

+
√
π(4

√
π(L 13,23)3/2𝐺2,1

3,4

⎛⎝ N 2

4L 13,23
|

0,12 ,
5
2

0,1,12 ,
1
2

⎞⎠+ N 3 + 6N L 13,23)),

(1.146)

L =
𝐵22𝐹

13,23
1 − (𝐹 13,23

2 )

2𝐹 13,23
1

. (1.147)

Учтем также поправку на структуру ядра для основного состояния ме

зомолекулярных ионов. Данная поправка может быть получена при помощи

разложения электрического формфактора

𝐺𝐸(𝑘
2)|𝑘2→0 = 𝐺𝐸(0) +

𝑑𝐺𝐸(𝑘
2)

𝑑𝑘2 𝑘2=0
𝑘2 + ... = 1− 1

6
𝑟2𝐸𝑘

2 + ... (1.148)

В результате для мезомолекулярных ионов имеем следующее выражение для

поправки на структуру ядра в мюонных атомных единицах:

𝑉str = −2

3
(𝑒𝑎𝑒µ)𝑟

2
𝑎δ

3(𝑟𝑎µ)−
2

3
(𝑒𝑏𝑒µ)𝑟

2
𝑏δ

3(𝑟𝑏µ), (1.149)
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где индексы 𝑎, 𝑏 обозначают два изотопа водорода, входящие в мезомолеку

лярный ион, 𝑟𝑎, 𝑟𝑏 — зарядовые радиусы соответствующих изотопов водорода,

индекс µ обозначает мюон.

Таблица 2 — Энергия основного состояния и сверхтонкая структура
мезомолекулярных ионов водорода. В круглых скобках указаны значения из
работы [105]

Вклад 𝑝𝑑µ 𝑡𝑝µ 𝑡𝑑µ

Полная энергия, -0.51271179025 -0.51988008423 -0.53859497060
µ а.е. (-0.51271179248) (-0.51988008570) (-0.53859497171)
λ1, −2.3086× 107 −3.1823× 107 −3.6021× 107

МГц (−2.3097× 107) (−3.1839× 107) (−3.6038× 107)
λ2, −2.1213× 107 1.6774× 106 −3.4422× 107

МГц (−2.1222× 107) (1.6797× 106) (−3.4439× 107)
λ3, 9.3013× 106 1.5073× 107 1.5977× 107

МГц (9.3058× 106) (1.5080× 107) (1.5985× 107)
λ4, 1.2514× 107 — 1.8911× 107

МГц (1.2519× 107) (1.8920× 107)

Для численного расчета была написана программа в системе MATLAB

для решения трехчастичной кулоновской задачи в рамках стохастического ва

риационного метода и уравнения Шредингера. За основу была взята программа

из работы [103] на языке Fortran. В программу был внесен ряд изменений: впи

саны полученные нами аналитические выражения для матричных элементов,

изменена процедура генерации и оптимизации нелинейных вариационных пара

метров, добавлена возможность вычисления матричных элементов сверхтонкой

структуры в первом порядке теории возмущений. В результате были получены

следующие численные значения для энергии основного состояния, сверхтонкого

расщепления основного состояния, релятивистских поправок, поправки на поля



59

ризацию вакуума и структуру ядра мезомолекулярных ионов 𝑝𝑑µ, 𝑡𝑝µ [44; 46]:

𝐸𝑝𝑑µ = −0.51271179025 µ а.е.

λ𝑝𝑑µ1 = −0.000016969 µ а.е.

λ𝑝𝑑µ2 = −0.000015592 µ а.е.

λ𝑝𝑑µ3 = 6.837× 10−6 µ а.е.

λ𝑝𝑑µ4 = 9.198× 10−6 µ а.е.

𝐸𝑝𝑑µ
𝑟𝑒𝑙 = −0.000046803 µ а.е.

𝐸𝑝𝑑µ
𝑉 𝑃 = −0.00111181 µ а.е.

𝐸𝑝𝑑µ
𝑠𝑡𝑟 = 7.738× 10−6 µ а.е.

, (1.150)

𝐸𝑡𝑝µ = −0.51988008423 µ а.е.

λ𝑡𝑝µ1 = −0.000023391 µ а.е.

λ𝑡𝑝µ2 = 1.233× 10−6 µ а.е.

λ𝑡𝑝µ3 = 0.000011079 µ а.е.

𝐸𝑡𝑝µ
𝑟𝑒𝑙 = −0.000042433 µ а.е.

𝐸𝑡𝑝µ
𝑉 𝑃 = −0.00115462 µ а.е.

𝐸𝑡𝑝µ
𝑠𝑡𝑟 = 9.719× 10−6 µ а.е.

, (1.151)

𝐸𝑡𝑑µ = −0.53859497060 µ а.е.

λ𝑡𝑑µ1 = −0.000026477 µ а.е.

λ𝑡𝑑µ2 = −0.000025302 µ а.е.

λ𝑡𝑑µ3 = 0.000011744 µ а.е.

λ𝑡𝑑µ4 = 0.000013900 µ а.е.

𝐸𝑝𝑑µ
𝑟𝑒𝑙 = −0.000026600 µ а.е.

𝐸𝑝𝑑µ
𝑉 𝑃 = −0.00123407 µ а.е.

𝐸𝑝𝑑µ
𝑠𝑡𝑟 = 0.000014217 µ а.е.

. (1.152)

Полученные значения хорошо согласуются с [105; 106]. Подробное срав

нение энергий основного состояния и уровней сверхтонкой структуры пред

ставлено в таблице 2. Имеющиеся расхождения связаны с меньшим размером

базиса в наших расчетах и, как следствие, меньшей точностью энергии основно

го состояния. Также необходимо упомянуть, что в работе [105] при вычислении



60

используется четверная точность, в то время как в наших расчетах использует

ся двойная точность. Это также вносит различия в результаты.
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Глава 2. Сверхтонкая структура спектра P-состояний

2.1 Поправки на поляризацию вакуума

Рассмотрим сверхтонкую структуру 2P-уровня атома мюонного дейтерия.

Принимая во внимание моменты импульсов мюона и дейтрона, а также учиты

вая наличие тонкой структуры, получим схематичную диаграмму, показанную

на рисунке 2.1. Сверхтонкая структура 2P-уровня, таким образом, сложнее в

сравнении с S-состоянием и состоит из пяти подуровней.

Из-за наличия у мюона ненулевого орбитального момента импульса,

сверхтонкая часть гамильтониана Брейта имеет отличный от S-состояний вид

[107—109]:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
𝐵 (𝑟) =

𝑍α(1 + κ𝑑)

2𝑚1𝑚2𝑟3

[︂
1 +

𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)

]︂
(𝐿 · 𝑠2)−

−𝑍α(1 + κ𝑑)(1 + 𝑎µ)

2𝑚1𝑚2𝑟3

[︂
(𝑠1 · 𝑠2)− 3(𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)

]︂
,

(2.1)

где 𝑚1, 𝑚2 — массы мюона и дейтрона соответственно, κ𝑑, 𝑎µ — аномальные

магнитные моменты дейтрона и мюона, 𝐿, 𝑠1 — орбитальный момент импульса

и спин мюона, 𝑠2 — спин дейтрона, 𝑛 = 𝑟/𝑟. Этот оператор не коммутирует

с оператором полного момента импульса мюона 𝐽 = 𝐿 + 𝑠1, что приводит к

смешиванию уровней и необходимости вычисления недиагональных матричных

элементов. Нужно также принять во внимание наличие у P-уровней тонкой

структуры. Величина тонкой структуры мюонного дейтерия была получена в

работе [65] и равна Δ𝐸𝑓𝑠 = 8.86386 мэВ.

Начнем вычисление сверхтонкой структуры P-состояний с диагональных

матричных элементов
⟨
2𝑃1/2

⃒⃒⃒
Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠

𝐵

⃒⃒⃒
2𝑃1/2

⟩
и
⟨
2𝑃3/2

⃒⃒⃒
Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠

𝐵

⃒⃒⃒
2𝑃3/2

⟩
брей

товского потенциала (2.1). Для вычислений нам понадобится явный вид
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Рисунок 2.1 — Схематическое изображение сверхтонкой структуры 2P-уровня
атома мюонного дейтерия. Сокращение fs (fine structure) обозначает интервал

тонкой структуры между уровнями 2𝑃1/2 и 2𝑃3/2, hfs (hyperfine structure)
обозначает интервалы сверхтонкой структуры, 𝑗 — орбитальный момент

импульса мюона, 𝐼 — спин дейтрона, 𝐹 = 𝑗 + 𝐼 — полный момент импульса
системы мюон — дейтрон. Над каждым из уровней сверхтонкой структуры

указаны значения квантовых чисел, соответствующих данному уровню

кулоновской волновой функции для 2𝑃 -состояния:

Ψ2𝑃 (𝑟) =
1

2
√
6
𝑊

5
2𝑟𝑒−

𝑊𝑟
2 𝑌1𝑚(θ,φ),

𝑊 = µ𝑍α.

(2.2)
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Усреднение по углам в выражении (2.1) можно выполнить с помощью следу

ющих соотношений:

𝑠1 → 𝐽
(𝑠1 · 𝐽)

𝐽2
,

𝐿 → 𝐽
(𝐿 · 𝐽)
𝐽2

,

(𝑠1 · 𝐽) =
1

2

[︂
𝑗(𝑗 + 1)− 𝑙(𝑙 + 1) +

3

4

]︂
,

(𝐿 · 𝐽) = 1

2

[︂
𝑗(𝑗 + 1) + 𝑙(𝑙 + 1)− 3

4

]︂
,

⟨δ𝑖𝑗 − 3𝑛𝑖𝑛𝑗⟩ = −1

5
(4δ𝑖𝑗 − 3𝐿𝑖𝐿𝑗 − 3𝐿𝑗𝐿𝑖).

(2.3)

Для удобства введем следующие обозначения для угловых множителей в по

тенциале:
𝑇1 = (𝐿 · 𝑠2),

𝑇2 =

[︂
(𝑠1 · 𝑠2)− 3(𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)

]︂
,

𝑇3 =

[︂
(𝑠1 · 𝑠2)− (𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)

]︂
.

(2.4)

Тогда после усреднения по волновым функциям (2.2) для диагональных мат

ричных элементов брейтовского потенциала получим следующее аналитическое

выражение:

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝐵 =

α4µ3(1 + κ𝑑)

48𝑚1𝑚2

[︂
𝑇1 +

𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)
𝑇1 − (1 + 𝑎µ)𝑇2

]︂
. (2.5)

Подставляя соответствующие значения квантовых чисел в 𝑇1 и 𝑇2, получим

выражения для конкретных уровней сверхтонкой структуры 2P-состояния. В

связи со сложностью сверхтонкой структуры 2P-состояния и наличия недиа

гональных матричных элементов аналитические выражения представлены для

каждого уровня сверхтонкой структуры отдельно, а не для сверхтонкого рас

щепления, как в S-состояниях. Также для уровней 2𝑃3/2 необходимо учесть

численное значение тонкой структуры Δ𝐸𝑓𝑠 = 8.86386 мэВ [65]. В результате
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получим следующие выражения для основного вклада в сверхтонкую струк

туру 2P-состояния:

𝐸
ℎ𝑓𝑠,2𝑃1/2

𝐹=1/2 = −α
4µ3(1 + κ𝑑)

18𝑚1𝑚2

[︂
1 +

𝑚1κ𝑑

2𝑚2(1 + κ𝑑)
+

𝑎µ
2

]︂
= −1.38 мэВ, (2.6)

𝐸
ℎ𝑓𝑠,2𝑃1/2

𝐹=3/2 =
α4µ3(1 + κ𝑑)

36𝑚1𝑚2

[︂
1 +

𝑚1κ𝑑

2𝑚2(1 + κ𝑑)
+

𝑎µ
2

]︂
= 0.69 мэВ, (2.7)

𝐸
ℎ𝑓𝑠,2𝑃1/2

𝐹=1/2 = −α
4µ3(1 + κ𝑑)

72𝑚1𝑚2

[︂
2 +

5𝑚1κ𝑑

2𝑚2(1 + κ𝑑)
− 𝑎µ

2

]︂
= 8.16 мэВ, (2.8)

𝐸
ℎ𝑓𝑠,2𝑃1/2

𝐹=3/2 = −α
4µ3(1 + κ𝑑)

36𝑚1𝑚2

[︂
2

5
+

𝑚1κ𝑑

2𝑚2(1 + κ𝑑)
− 𝑎µ

10

]︂
= 8.58 мэВ, (2.9)

𝐸
ℎ𝑓𝑠,2𝑃1/2

𝐹=5/2 = −α
4µ3(1 + κ𝑑)

24𝑚1𝑚2

[︂
2

5
+

𝑚1κ𝑑

2𝑚2(1 + κ𝑑)
− 𝑎µ

10

]︂
= 9.28 мэВ. (2.10)

Все приведенные выше выражения содержат поправку на аномальный магнит

ный момент мюона порядка α6. Данные численные выражения представлены

в таблице 3.

Как уже говорилось ранее, в сверхтонкой структуре P-уровней мюонно

го дейтерия уровни смешиваются и необходимо вычислять недиагональные

матричные элементы. Два недиагональных матричных элемента в сверх

тонкой структуре 2P-состояния атома мюонного дейтерия имеют вид:⟨︀
2𝑃1/2

⃒⃒
𝑉
⃒⃒
2𝑃3/2

⟩︀𝐹=1/2
,
⟨︀
2𝑃1/2

⃒⃒
𝑉
⃒⃒
2𝑃3/2

⟩︀𝐹=3/2
. Данные матричные элемен

ты отличаются только значением полного момента импульса системы. Расчет

недиагональных матричных элементов выполняется аналогично диагональным

элементам с использованием тех же потенциалов. Усреднение по 𝑟 происходит

аналогично случаю диагональных матричных элементов, а для усреднения по

углам необходимо воспользоваться формулой (А.13), полученной при вычисле

нии релятивистских поправок. Формула (А.13) позволяет вычислять матричные

элементы от скалярного произведения двух неприводимых тензорных операто

ров ранга 1. Применяя соотношения (2.3) для усреднения по углам 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3,

замечаем, что 𝑇 1 = 2𝑇 2 = −2𝑇 3. Таким образом нам необходимо усреднить

по углам только выражение 𝑇1 = (𝐿 · 𝑠2). Модифицируем формулу (А.13) для

усреднения по углам 𝑇1. 𝑇1 = (𝐿 · 𝑠2) может быть представлено как скалярное
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произведение двух неприводимых тензорных операторов первого ранга. В фор

муле (А.13) положим, что 𝑇 1 = 𝐿, 𝑇 2 = 𝑠2 = 𝐼 и воспользуемся следующим

вспомогательным выражением для приведенных матричных элементов [63]:

⟨𝑗′𝑙 ‖𝐿 ‖ 𝑗𝑙⟩ = (−1)𝐿+3/2+𝐽 ′√︀
(2𝐽 ′ + 1)(2𝐽 + 1)

{︂
𝑙 𝑗′ 1

2

𝑗 𝑙 1

}︂
⟨𝑙 ‖𝐿 ‖ 𝑙⟩ (2.11)

В результате из (А.13) получим:

⟨𝑗′𝐼𝐹 | (𝐿 · 𝑠2) | 𝑗𝐼𝐹 ⟩ = (−1)−𝐽−𝐹−𝐼+𝐿+3/2+𝐽 ′√︀
(2𝐽 ′ + 1)(2𝐽 + 1)×

×
{︂

𝑗 𝐼 𝐹

𝐼 𝑗′ 1

}︂{︂
𝑙 𝑗′ 1

2

𝑗 𝑙 1

}︂
⟨𝑙 ‖𝐿 ‖ 𝑙⟩ ⟨𝐼 ‖ 𝐼 ‖ 𝐼⟩ .

(2.12)

После подстановки явных выражений для приведенных матричных элементов

получим следующую формулу [109]:

⟨𝑗′𝐼𝐹 | (𝐿 · 𝑠2) | 𝑗𝐼𝐹 ⟩ = (−1)−𝐽−𝐹−𝐼+𝐿+3/2+𝐽 ′√︀
(2𝐽 ′ + 1)(2𝐽 + 1)×

×
√︀
(2𝐼 + 1)(𝐼 + 1)𝐼(2𝐿+ 1)(𝐿+ 1)𝐿

{︂
𝑗 𝐼 𝐹

𝐼 𝑗′ 1

}︂{︂
𝑙 𝑗′ 1

2

𝑗 𝑙 1

}︂
.

(2.13)

Подставляя соответствующие квантовые числа, получим конкретные значения

для каждого из недиагональных элементов:

⟨1/2,1,1/2 | (𝐿 · 𝑠2) | 3/2,1,1/2⟩ = −
√
2

3
, (2.14)

⟨1/2,1,3/2 | (𝐿 · 𝑠2) | 3/2,1,3/2⟩ = −
√
5

3
, (2.15)

где значения 6j-символов взяты из [110]. В результате для усреднения по углам

в недиагональных матричных элементах имеем следующее соотношение:

𝑇 1 = 2𝑇 2 = −2𝑇 3 =

{︃
−

√
2
3 , 𝐹 = 1/2,

−
√
5
3 , 𝐹 = 3/2.

(2.16)

Используя (2.16), найдем недиагональные матричные элементы потенциала

(2.1):

𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑜𝑓𝑓−𝑑𝑖𝑎𝑔
𝐹=1/2 =

α4µ3(1 + κ𝑑)

48𝑚1𝑚2

(︂
−
√
2

6

)︂[︂
1 +

2𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)
− 𝑎µ

]︂
, (2.17)
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𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑜𝑓𝑓−𝑑𝑖𝑎𝑔
𝐹=3/2 =

α4µ3(1 + κ𝑑)

48𝑚1𝑚2

(︂
−
√
5

6

)︂[︂
1 +

2𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)
− 𝑎µ

]︂
. (2.18)

Данные выражения дают основной вклад в недиагональные матричные эле

менты сверхтонкой структуры атома мюонного дейтерия. Численные значения

недиагональных матричных элементов представлены в таблице 4.

Далее рассмотрим диагональные и недиагональные матричные элементы

различных поправок на поляризацию вакуума в сверхтонкой структуре P-состо

яний мюонного дейтерия. Основной вклад поляризации вакуума в сверхтонкую

структуру P-состояний порядка α5 дает однопетлевая электронная поляриза

ция вакуума в первом порядке теории возмущений. Потенциал однопетлевой

поляризации вакуума для P-состояний имеет следующий вид:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠,2𝑝
1γ,𝑉 𝑃 (𝑟) =

𝑍α(1 + κ𝑑)

2𝑚1𝑚2𝑟3
α

3π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟×

×
{︂(︂

1 +
𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)

)︂
×(𝐿 · 𝑠2)(1 + 2𝑚𝑒ξ𝑟)− (1 + 𝑎µ)×

×
(︂
4𝑚2

𝑒ξ
2𝑟2[(𝑠1 · 𝑠2)− (𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)]+

+(1 + 2𝑚𝑒ξ𝑟)[(𝑠1 · 𝑠2)− 3(𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)]
)︂}︂

.

(2.19)

Данное выражение может быть получено, аналогично поправке на однопет

левую поляризацию вакуума в S-состояниях, при помощи замены (1.44) в

фотонном пропагаторе в импульсном представлении с последующим обратным

Фурье преобразованием в координатное представление. Усредняя выражение

(2.19) по кулоновским волновым функциям (2.2), получим следующее аналити

ческое выражение для поправок на электронную поляризацию вакуума порядка

α5 в однофотонном взаимодействии для уровней сверхтонкой структуры 2P-

состояния:

𝐸ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃 (𝑟) =

α4µ3(1 + κ𝑑)

24𝑚1𝑚2𝑟3
α

6π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

0

𝑥𝑑𝑥𝑒−𝑥[1+ 2𝑚𝑒ξ
𝑊 ]×[︂(︂

1 +
𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)

)︂
×𝑇1(1 +

2𝑚𝑒ξ

𝑊
𝑥)− (1 + 𝑎µ)

(︂
4𝑚2

𝑒ξ
2𝑥2

𝑊 2
𝑇3+

+(1 +
2𝑚𝑒ξ

𝑊
𝑥)𝑇2

)︂]︂
.

(2.20)
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Интегрирование в выражении (2.20) по 𝑥 выполняется аналитически, по ξ —

численно.

Таблица 3 — Диагональные матричные элементы сверхтонкой структуры
2P-состояния атома мюонного дейтерия. Сокращение рел. обозначает
релятивистские поправки, ПВ — поправки на поляризацию вакуума, квад. —
поправки на квадрупольное взаимодействие, ВПТВ — второй порядок теории
возмущений

Вклад 2𝑃 2
1/2, 2𝑃 4

1/2, 2𝑃 2
3/2, 2𝑃 4

3/2, 2𝑃 6
3/2, Формула

мкэВ мкэВ мкэВ мкэВ мкэВ
α4 -1380.3359 690.1679 8162.2889 8583.2316 9284.8027 (2.5)

рел. α6 -0.1676 0.0838 -0.0125 -0.0050 0.0075 (А.39),(А.40)
ПВ α5 -1.0706 0.5353 -0.2802 -0.1121 0.1681 (2.20),(2.24)

(2.21),(2.22),
ПВ α6 -0.0011 0.0005 -0.0014 -0.0006 0.0008 (1.63),(1.71),

(1.72),(1.73)
квад. α4 0 0 434.2329 -347.3863 86.8466 (2.44),(2.45)

квад. ПВ α5 0 0 0.2438 -0.1950 0.0488 (2.44),(2.45)
квад. ПВ 0 0 0.1122 -0.0898 0.0224 (2.44),(2.45)
ВПТВ α5

Суммарная -1381.5752 690.7876 8596.5838 8235.4428 9371.8969
поправка

Поправки, представленные на рисунке 1.10, вычисляются аналогичным

образом. Для потенциала двухпетлевой поляризации вакуума (рисунок 1.10,

диаграмма А) в случае P-состояний имеем следующее выражение:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
1γ,𝑉 𝑃𝑉 𝑃 (𝑟) =

𝑍α(1 + κ𝑑)

2𝑚1𝑚2𝑟3

(︂
α

3π

)︂2∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

1

ρ(η)𝑑η×

× 1

ξ2 − η2

[︂(︂
1 +

𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)

)︂
(𝐿 · 𝑠2)[ξ2(1 + 2𝑚𝑒ξ𝑟)𝑒

−2𝑚𝑒ξ𝑟−

−η2(1 + 2𝑚𝑒η𝑟)𝑒
−2𝑚𝑒η𝑟]− (1 + 𝑎µ)

(︂
4𝑚2

𝑒𝑟
2[ξ4𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟 − η4𝑒−2𝑚𝑒η𝑟]×

×[(𝑠1 · 𝑠2)− (𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)] + [ξ2(1 + 2𝑚𝑒ξ𝑟)𝑒
−2𝑚𝑒ξ𝑟−

−η2(1 + 2𝑚𝑒η𝑟)𝑒
−2𝑚𝑒η𝑟]× [(𝑠1 · 𝑠2)− 3(𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)]

)︂]︂
.

(2.21)
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Таблица 4 — Недиагональные матричные элементы сверхтонкой структуры
2P-состояния мюонного дейтерия. В таблице использованы те же сокращения,
что и в таблице 3

Вклад 2𝑃 2
1/2, мкэВ 2𝑃 4

1/2, мкэВ Формула
α4 -126.0372 -199.2824 (2.17),(2.18)

рел. α6 -0.0043 -0.0067 (А.50),(А.51)
ПВ α5 -0.1437 -0.2271 (2.20),(2.24)
ПВ α6 0.00005 0.0001 (2.21),(2.22),(1.63),

(1.71),(1.72),(1.73)
квад. α4 614.0980 -194.1948 (2.46)

квад. ПВ α5 0.3447 -0.1090 (2.46)
квад. ПВ ВПТВ α5 0.1587 -0.0502 (2.46)

Суммарная поправка 488.4164 -393.8702

Таблица 5 — Сверхтонкая структура 2P-состояния мюонного дейтерия,
итоговые значения

Состояние Энергия, мэВ [28], мэВ
22𝑃1/2 -1.4054 -1.4056
42𝑃1/2 0.6703 0.6703
22𝑃3/2 8.6204 8.6194
42𝑃3/2 8.2559 8.2560
62𝑃3/2 9.3719 9.3729

В координатном представлении потенциал диаграмм Б и В на рисунке 1.10 для

P-состояний имеет вид:

Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
2−𝑙𝑜𝑜𝑝(𝑟) =

𝑍α(1 + κ𝑑)

2𝑚1𝑚2𝑟3
2

3

(︂
α

π

)︂2∫︁ 1

0

𝑓(𝑣)𝑑𝑣

1− 𝑣2
𝑒
− 2𝑚𝑒𝑟√

1−𝑣2×

×
[︂(︂

1 +
𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)

)︂[︂
1 +

2𝑚𝑒𝑟√
1− 𝑣2

]︂
(𝐿 · 𝑠2)−

−(1 + 𝑎µ)

(︂
4𝑚2

𝑒𝑟
2

1− 𝑣2
[(𝑠1 · 𝑠2)− (𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)]+

+

(︂
1 +

2𝑚𝑒𝑟√
1− 𝑣2

)︂
[(𝑠1 · 𝑠2)− 3(𝑠1 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)]

)︂]︂
.

(2.22)

После усреднения (2.21) и (2.22) по кулоновским волновым функциям (2.2) по

лучим численные значения соответствующих поправок к уровням сверхтонкой
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структуры 2P-состояния. Численные значения включены в таблицы 3 и 4. По

правка на мюонную поляризацию вакуума в однофотонном взаимодействии в

сверхтонкой структуре 2P-состояния мюонного дейтерия может быть получена

заменой 𝑚𝑒 на 𝑚1 в выражении (2.20) и имеет порядок α6. Численное значение

поправки на мюонную поляризацию вакуума также включено в таблицы 3 и

4. Поправки на поляризацию вакуума в первом порядке теории возмущений к

недиагональным элементам могут быть вычислены по формулам, представлен

ным выше с использованием соотношения (2.16) для усреднения по углам.

Далее необходимо вычислить поправки на поляризацию вакуума во вто

ром и третьем порядках теории возмущений в случае P-состояний. Общая

структура вкладов (1.61) по сравнению с S-состояниями остается неизменной,

однако необходимо использовать другие выражения для конкретных потен

циалов и редуцированной кулоновской функции Грина. Для редуцированной

кулоновской функции Грина 2P состояния имеем:

𝐺2𝑃 (𝑟,𝑟
′) = −µ

2(𝑍α)

36𝑧2𝑧′2

(︂
3

4π
𝑛𝑛′

)︂
𝑒−(𝑧+𝑧′)/2𝑔(𝑧,𝑧′),

𝑔(𝑧,𝑧′) = 24𝑧3< + 36𝑧3<𝑧> + 36𝑧3<𝑧
2
> + 24𝑧3> + 36𝑧<𝑧

3
> + 36𝑧2<𝑧

3
>+

+49𝑧3<𝑧
3
> − 3𝑧4<𝑧

3
> − 12𝑒𝑧<(2 + 𝑧< + 𝑧2<)𝑧

3
> − 3𝑧3<𝑧

4
>+

+12𝑧3<𝑧
3
>[−2𝐶 + 𝐸𝑖(𝑧<)− 𝑙𝑛𝑧< − 𝑙𝑛𝑧>],

(2.23)

где 𝐶 = 0.5772... — постоянная Эйлера, 𝑧 = 𝑊𝑟, 𝑧< = 𝑚𝑖𝑛(𝑧,𝑧′), 𝑧> =

𝑚𝑎𝑥(𝑧,𝑧′). Подставляя (2.1), (1.63) и (2.23) в (1.61), получим аналитическое

выражение для поправок на электронную поляризацию вакуума к сверхтон

кой структуре мюонного дейтерия для 2P состояния во втором порядке теории

возмущений:

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑉 𝑃,𝑆𝑂𝑃𝑇 =

α4µ3(1 + κ𝑑)

24𝑚1𝑚2

α

54π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑥′

𝑥′2
𝑑𝑥′×

×𝑒
−𝑥

(︂
1+ 2𝑚𝑒ξ

𝑊

)︂
𝑔(𝑥,𝑥′)

[︂
𝑇1 +

𝑚1κ𝑑

𝑚2(1 + κ𝑑)
𝑇1 − (1 + 𝑎µ)𝑇2

]︂
.

(2.24)
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Интегрирование по 𝑥, 𝑥′ выполняется аналитически а по ξ численно. Численные

значения поправок в диагональных и недиагональных матричных элементах

представлены в таблице 3 и таблице 4.

Вклад двухпетлевых поправок на поляризацию вакуума во втором по

рядке теории возмущений на рисунке 1.11 (Б, В, Г, Д) имеет порядок α6 и

вычисляется аналогично случаю S-состояний с использованием кулоновской

функции Грина (2.23) и волновых функций (2.2). Численные значения поправок

представлены в таблицах 3 и 4 для диагональных и недиагональных матрич

ных элементов соответственно.

Вклад порядка α6 в сверхтонкую структуру P-состояний мюонного дей

терия дает поправка на поляризацию вакуума в третьем порядке теории

возмущений (рисунок ??). Вклад данных диаграмм в сверхтонкую структуру

P-состояний определяется выражением:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑇𝑂𝑃𝑇 =

⟨
ψ𝑛

⃒⃒⃒
Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� · 𝑉 ℎ𝑓𝑠 · �̃� ·Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃

⃒⃒⃒
ψ𝑛

⟩
+

+2
⟨
ψ𝑛

⃒⃒⃒
Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� · 𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 · �̃� ·Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠

⃒⃒⃒
ψ𝑛

⟩
−

−
⟨︀
ψ𝑛

⃒⃒
Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠

⃒⃒
ψ𝑛

⟩︀ ⟨
ψ𝑛

⃒⃒⃒
Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� · �̃� ·Δ𝑉 𝐶
𝑉 𝑃

⃒⃒⃒
ψ𝑛

⟩
−

−2
⟨︀
ψ𝑛

⃒⃒
Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃

⃒⃒
ψ𝑛

⟩︀ ⟨
ψ𝑛

⃒⃒⃒
Δ𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� · �̃� ·Δ𝑉 ℎ𝑓𝑠
⃒⃒⃒
ψ𝑛

⟩
=

=

∫︁∫︁∫︁
Ψ2𝑃 (𝑟1)𝑉

𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟1)�̃�(𝑟1,𝑟2)𝑉

ℎ𝑓𝑠(𝑟2)�̃�(𝑟2,𝑟3)𝑉
𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟3)×

×Ψ2𝑃 (𝑟3)𝑑
3𝑟1𝑑

3𝑟2𝑑
3𝑟3 + 2

∫︁∫︁∫︁
Ψ2𝑃 (𝑟1)𝑉

𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟1)�̃�(𝑟1,𝑟2)𝑉

𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟2)×

×�̃�(𝑟2,𝑟3)𝑉
ℎ𝑓𝑠(𝑟3)Ψ2𝑃 (𝑟3)𝑑

3𝑟1𝑑
3𝑟2𝑑

3𝑟3−

−
∫︁

Ψ2𝑃 (𝑟)𝑉
ℎ𝑓𝑠(𝑟)Ψ2𝑃 (𝑟)𝑑

3𝑟×

×
∫︁∫︁∫︁

Ψ2𝑃 (𝑟1)𝑉
𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟1)�̃�(𝑟1,𝑟2)�̃�(𝑟2,𝑟3)𝑉

𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟3)Ψ2𝑃 (𝑟3)𝑑

3𝑟1𝑑
3𝑟2𝑑

3𝑟3−

−2

∫︁
Ψ2𝑃 (𝑟)𝑉

𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟)Ψ2𝑃 (𝑟)𝑑

3𝑟×

×
∫︁∫︁∫︁

Ψ2𝑃 (𝑟1)𝑉
𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟1)�̃�(𝑟1,𝑟2)�̃�(𝑟2,𝑟3)𝑉

ℎ𝑓𝑠(𝑟3)Ψ2𝑃 (𝑟3)𝑑
3𝑟1𝑑

3𝑟2𝑑
3𝑟3.

(2.25)

Используя явные выражения для потенциалов (2.1), (1.63) и редуцированной

кулоновской функции Грина (2.23), получим численные значения данных по
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правок, представленные в таблицах 3 и 4. Поправки для конкретных уровней

сверхтонкой структуры имеют следующие численные значения:

𝐹=1/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=1/2 = −0.0001 мкэВ,

𝐹=3/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=1/2 = 0.00003 мкэВ,

𝐹=1/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=3/2 = −0.00003 мкэВ,

𝐹=3/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=3/2 = −0.00001 мкэВ,

𝐹=5/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=3/2 = 0.00002 мкэВ,

𝐹=1/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=1/2→3/2 = −0.00001 мкэВ,

𝐹=3/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑇𝑂𝑃𝑇
𝑗=1/2→3/2 = −0.00001 мкэВ.

Усреднение по углам при интегрировании в выражении (2.25) выполняется с

помощью соотношений (2.3). В силу сложности интегральных выражений для

поправки на поляризацию вакуума в третьем порядке теории возмущений и

малости вклада в диагональные и недиагональные матричные элементы инте

грирование выполняется численно.

В работе [28] представлен расчет сверхтонкой структуры 2𝑃 -состояния

в атоме мюонного дейтерия, где учтены поправки на поляризацию вакуума в

первом порядке теории возмущений порядка α5 и квадрупольные поправки. В

отличие от нашей работы, в [28] учет поправки на поляризацию вакуума про

водится в координатном представлении, что приводит расхождению с нашим

значением данной поправки, полученным после преобразования потенциала из

импульсного в координатное представление, на ∼ 30%. Выражения для основ

ного вклада, недиагональных матричных элементов и квадрупольной поправки

полностью совпадают с нашей работой.
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2.2 Вклад квадрупольного взаимодействия

Дейтрон обладает электрическим квадрупольным моментом, в следствии

чего необходимо учесть квадрупольную поправку к сверхтонкой структуре

P-уровней. Данная поправка имеет порядок α4 и, таким образом, сравнима по

величине со вкладом сверхтонкой части потенциала Брейта. Как будет видно

в дальнейшем, в случае недиагональных матричных элементов, квадрупольная

поправка является определяющей и для состояния 2𝑃 2
1/2 по модулю сильно пре

восходит вклад сверхтонкой части потенциала Брейта.

Потенциал квадрупольного взаимодействия часто представляется в сле

дующем виде [111; 112]:

𝑉 𝑄
µ𝑑 =

1

6

(︂
𝜕2𝑉𝐶(𝑟)

𝜕𝑥α𝜕𝑥β

)︂
0

𝑄αβ, (2.26)

где

𝑄αβ =
3

2

𝑄

𝐼(2𝐼 − 1)
(𝐼α𝐼β + 𝐼β𝐼α −

2

3
𝐼2δαβ), (2.27)(︂

𝜕2𝑉𝐶(𝑟)

𝜕𝑥α𝜕𝑥β

)︂
0

=
3

2

φ𝐽𝐽

𝐽(2𝐽 − 1)
(𝐽α𝐽β + 𝐽β𝐽α −

2

3
𝐽2δαβ) (2.28)

𝑉𝐶(𝑟) =
𝑍α

𝑟
, φ𝐽𝐽 =

(︂
𝜕2𝑉𝐶(𝑟)

𝜕𝑧2

)︂
0

. (2.29)

Таким образом, квадрупольный член представляет собой взаимодействие квад

рупольного момента дейтрона и квадрупольного момента мюонного облака.

Суммируя по индексам в формуле (2.26) и учитывая, что 𝐼 = 1, получаем

следующее выражение для вклада квадрупольного взаимодействия в сверхтон

кую структуру P-уровней:

𝐸𝑄
µ𝑑 =

𝑄

2

⟨𝑛𝑙𝑗,𝑗𝑧 = 𝑗|𝜕
2𝑉𝐶(𝑟)
𝜕𝑧2 |𝑛𝑙𝑗,𝑗𝑧 = 𝑗⟩

0

2𝐽(2𝐽 − 1)

{︂
3

2
𝐶2 +

3

2
𝐶 − 4𝐽(𝐽 + 1)

}︂
, (2.30)

где 𝐶 = 𝐹 (𝐹 + 1) − 𝐽(𝐽 + 1) − 𝐼(𝐼 + 1), 𝑄 — квадрупольный момент

дейтрона. Выражение (2.30), однако, позволяет вычислять вклад квадруполь

ного взаимодействия лишь для диагональных матричных элементов. Для того
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чтобы получить одно аналитическое выражение для вычисления как диагональ

ных, так и недиагональных матричных элементов квадрупольной поправки мы

записываем потенциал квадрупольного взаимодействия в формализме неприво

димых тензорных операторов ранга 2 [113; 114]:

𝑉 𝑄 = −𝑍α
2∑︁

𝑞=−2

(−1)𝑞𝑇2𝑞(𝑑) · 𝑇2,−𝑞(µ), (2.31)

где 𝑇2(𝑑), 𝑇2(µ) — неприводимые тензорные операторы ранга 2, описывающие

квадрупольный момент ядра и мюонного облака соответственно. Явный вид

потенциала квадрупольного взаимодействия может быть получен при помощи

мультипольного разложения потенциала взаимодействия мюона и дейтрона:

𝑉 (𝑟) = −𝑍𝑒2
∫︁
ρ𝑑(𝑅)𝑑3𝑅

|𝑟 −𝑅|
, (2.32)

где ρ𝑑(𝑅) — плотность распределения заряда дейтрона, 𝑒 — заряд электрона.

Так как размер ядра мал по сравнению с размером мюонного облака, мы мо

жем выполнить в выражении (2.32) мультипольное разложение. В результате

получаем:

𝑉 (𝑟) = −𝑍𝑒2
∫︁ ∑︁

𝑙

|𝑅|𝑙

|𝑟|𝑙+1
𝑃𝑙(cos θ)ρ𝑑(𝑅)𝑑3𝑅, (2.33)

где 𝑃𝑙(cos θ) — полиномы Лежандра, θ— угол между векторами 𝑅 и 𝑟. Положив

в (2.33) 𝑙 = 0, получим обычный кулоновский потенциал:

𝑉 (𝑟)|𝑙=0 = −𝑍𝑒2
1

𝑟

∫︁
ρ𝑑(𝑅)𝑑3𝑅 = −𝑍𝑒2

𝑟
. (2.34)

Следующие члены мультипольного разложения с 𝑙 = 1,2,3,... дадут дипольный

член взаимодействия (𝑙 = 1), квадрупольный член (𝑙 = 2) и так далее. Найдем

явное выражение для квадрупольного члена мультипольного разложения, ко

торый и даст нам искомый потенциал квадрупольного взаимодействия мюона

и дейтрона. Воспользуемся теоремой сложения для полиномов Лежандра [115]

𝑃𝑙(cos θ) =
𝑙∑︁

𝑞=−𝑙

(−1)𝑞𝐶𝑙𝑞(θ
′,φ′)𝐶𝑙,−𝑞(θ

′′,φ′′), (2.35)
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где 𝐶𝑙𝑞(θ,φ) =
√︁

4π
2𝑙+1𝑌𝑙𝑞(θ,φ) — модифицированная сферическая функция,

углы θ′,φ′ и θ′′,φ′′ соответствуют координатам ядра и мюонного облака соответ

ственно, cos θ = cos θ′ cos θ′′+sin θ′ sin θ′′ cos(φ′−φ′′). Используя (2.35), получим

следующее выражение для квадрупольного члена мультипольного разложения:

𝑉 (𝑟)|𝑙=2 = −𝑍𝑒2
2∑︁

𝑞=−2

(−1)𝑞
∫︁

|𝑅|2ρ𝑑(𝑅)𝐶𝑙𝑞(θ
′,φ′)𝑑3𝑅× 1

|𝑟|3
𝐶𝑙,−𝑞(θ

′′,φ′′). (2.36)

Можно легко заметить, что в выражении (2.36) координаты ядра и мюонного

облака разделяются. Это позволяет нам представить (2.36) как произведение

двух частей, описывающих соответственно квадрупольный момент дейтрона и

мюонного облака. Также можно заметить, что выражение (2.36) представляет

собой скалярное произведение двух неприводимых тензорных операторов ран

га 2, которое по определению имеет общий вид
∑︀2

𝑞=−2(−1)𝑞𝐴2𝑞𝐵2,−𝑞. Таким

образом, сравнивая выражения (2.36) и (2.31), для неприводимого тензорного

оператора квадрупольного момента ядра имеем [114; 116; 117]:

𝑇2𝑞(𝑑) =

√︂
4π

5
𝑟′2𝑌2𝑞(θ

′,φ′). (2.37)

Для неприводимого тензорного оператора квадрупольного момента мюонного

облака [114; 116; 117]:

𝑇2𝑞(µ) =

√︂
4π

5

1

𝑟3
𝑌2𝑞(θ

′′,φ′′). (2.38)

Для получения квадрупольной поправки нам необходимо вычислить матричные

элементы от (2.31), причем как диагональные, так и недиагональные. Восполь

зуемся формулой (А.13), учитывая, что ранг неприводимых тензоров равен 2,

а не 1, как в (А.13). В результате получаем:

⟨𝑗′𝐼𝐹 | (𝑇2(𝑑) · 𝑇2(µ)) | 𝑗𝐼𝐹 ⟩ = (−1)𝐼+𝐽 ′−𝐹𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹2)×

×⟨𝑗′ ‖𝑇2(µ) ‖ 𝑗⟩ ⟨𝐼 ‖𝑇2(𝑑) ‖ 𝐼⟩ .
(2.39)

Таким образом вычисление матричного элемента квадрупольного взаимодей

ствия сводится к вычислению приведенных матричных элементов от неприводи

мых тензорных операторов. Для тензора квадрупольного момента ядра имеем
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следующее соотношение [114]:

⟨𝐼 ‖𝑇2(𝑑) ‖ 𝐼⟩ =
𝑄

2

[︂(︂
𝐼 2 𝐼

−𝐼 0 𝐼

)︂]︂−1

. (2.40)

Для тензора квадрупольного момента мюонного облака имеем [114; 115]:

⟨𝑗′ ‖𝑇2(µ) ‖ 𝑗⟩ = −
√
2𝐽 + 1

√
2𝐽 ′ + 1(−1)𝐽

′+1/2

(︂
𝐽 ′ 2 𝐽

1
2 0 −1

2

)︂
<

1

𝑟3
>, (2.41)

где

<
1

𝑟3
>=

∫︁ ∞

0

1

𝑟
(𝑓𝑓 ′ + 𝑔𝑔′)𝑑𝑟 =

∫︁ ∞

0

Ψ*
2𝑃 (𝑟)

1

𝑟
Ψ2𝑃 (𝑟)𝑑𝑟. (2.42)

Используя (2.31), (2.40) и (2.53), получим:

⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒
𝑉 𝑄
⃒⃒
𝑗𝐼𝐹

⟩︀
= 𝑍α(−1)𝐽

′+1/2−𝐹−𝐽−𝐼+1

{︂
𝐽 𝐼 𝐹

𝐼 𝐽 ′ 2

}︂
𝑄

2
×

×
[︂(︂

𝐼 2 𝐼

−𝐼 0 𝐼

)︂]︂−1√
2𝐽 + 1

√
2𝐽 ′ + 1

(︂
𝐽 ′ 2 𝐽

1
2 0 −1

2

)︂
×

×
∫︁ ∞

0

Ψ*
2𝑃 (𝑟)

1

𝑟
Ψ2𝑃 (𝑟)𝑑𝑟.

(2.43)

Формула (2.63) позволяет вычислить как диагональные, так и недиаго

нальные матричные элементы квадрупольной поправки, а также релятивист

ские поправки к квадрупольной поправке с помощью (2.42). Для диагональных

элементов имеем следующие общие выражения:

𝐸𝑄(𝑗 = 1/2) = 0, (2.44)

𝐸𝑄(𝑗 = 3/2) =
(𝑍α)4µ3𝑄

48
(δ𝐹,1/2 − 4/5δ𝐹,3/2 + 1/5δ𝐹,5/2). (2.45)

Для недиагональных элементов имеем:

𝐸𝑄(𝑗 = 3/2,𝑗′ = 1/2) =
(𝑍α)4µ3𝑄

48
(
√
2δ𝐹,1/2 − 1/

√
5δ𝐹,3/2), (2.46)

где значение квадрупольного момента 𝑄 = 0.285783(30) фм2 [118]. Значения

данных поправок для конкретных уровней сверхтонкой структуры включены

в таблицу 3 и таблицу 4. Полученные нами выражения и численные значения

квадрупольной поправки полностью совпадают с работой [28].
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2.3 Поправки на поляризацию вакуума в квадрупольном

взаимодействии

Поправку порядка α5 в сверхтонкой структуре 2P-состояния атома

мюонного дейтерия дает эффект поляризации вакуума в квадрупольном вза

имодействии [41]. Потенциал, соответствующий такой поправке, может быть

получен аналогично выражению (2.36) после мультипольного разложения

потенциала взаимодействия мюона и дейтрона с учетом однопетлевой поля

ризации вакуума:

𝑉𝑉 𝑃 (𝑟) = −𝑍𝑒2
α

3π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁
ρ𝑑(𝑅)𝑑3𝑅

|𝑟 −𝑅|
𝑒−2𝑚𝑒ξ|𝑟−𝑅|, (2.47)

где ρ(ξ) — спектральная функция, имеющая вид (1.46). Мультипольное раз

ложение с учетом эффекта однопетлевой поляризации вакуума дает для

потенциала следующее выражение:

𝑉𝑉 𝑃 (𝑟)|𝑙=2 = −𝑍𝑒2
α

3π

2∑︁
𝑞=−2

(−1)𝑞
∫︁

𝑅2ρ𝑑(𝑅)𝐶𝑙𝑞(θ
′,φ′)𝑑3𝑅×

×
∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

(︂
1 + 2𝑚𝑒ξ𝑟 +

4𝑚2
𝑒ξ

2𝑟2

3

)︂
𝑟3

𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟𝐶𝑙,−𝑞(θ
′′,φ′′).

(2.48)

Сравнивая (2.48) с общей структурой квадрупольного взаимодействия (2.31),

можно увидеть, что поправка на поляризацию вакуума в квадрупольном вза

имодействии аналогично основному вкладу квадрупольного взаимодействия

может быть представлена как скалярное произведение двух неприводимых тен

зорных операторов:

𝑉 𝑄
𝑉 𝑃 = −𝑍α

2∑︁
𝑞=−2

(−1)𝑞𝑇2𝑞(𝑑) · 𝑇 𝑉 𝑃
2,−𝑞(µ), (2.49)

где

𝑇2𝑞(𝑑) =

√︂
4π

5
𝑟′2𝑌2𝑞(θ

′,φ′), (2.50)

𝑇 𝑉 𝑃
2𝑞 (µ) =

α

3π

√︂
4π

5

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ𝑌2𝑞(θ
′′,φ′′), (2.51)
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где 𝑅(𝑟,ξ) = ρ(ξ) 1
𝑟3

(︂
1+ 2𝑚𝑒ξ𝑟+

4𝑚2
𝑒ξ

2𝑟2

3

)︂
𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟. Усреднение выражения (2.49)

по волновым функциям может быть выполнено следующим образом:

𝐸𝑄
𝑉 𝑃 = −𝑍α < 𝐹𝑀𝐼𝑗′|𝑇2(𝑑) · 𝑇 𝑉 𝑃

2 (µ)|𝐹𝑀𝐼𝑗 >=

= −𝑍α(−1)𝐼+𝑗′−𝐹𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹2) < 𝑗′||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 >< 𝐼||𝑇2(𝑑)||𝐼 >,

(2.52)

Приведенный матричный элемент от тензора квадрупольного момента дейтро

на вычисляется по формуле (2.40). Для приведенного матричного элемента

тензора квадрупольного момента мюонного облака имеем:

< 𝑗′||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 >=

√︀
2𝑗 + 1

√︀
2𝑗′ + 1(−1)𝑗

′+1/2

(︂
𝑗′ 2 𝑗

1
2 0 −1

2

)︂
×

× <
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ >,

(2.53)

где

<
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ >=
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑑ξ

∫︁ ∞

0

𝑅(𝑟,ξ)𝑟2(𝑓𝑓 ′ + 𝑔𝑔′)𝑑𝑟 =

=
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑑ξ

∫︁ ∞

0

Ψ*
2𝑃 (𝑟)𝑅(𝑟,ξ)𝑟2Ψ2𝑃 (𝑟)𝑑𝑟.

(2.54)

Выражение для приведенного матричного элемента от неприводимого

тензорного оператора квадрупольного момента мюонного облака может быть

получено также в несколько ином виде. Для этого используем следующее соот

ношение для приведенного матричного элемента от оператора квадрупольного

момента мюонного облака [63]:

< 𝑗′||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 >= (−1)𝑗

′+1/2+1
√︀
(2𝑗′ + 1)(2𝑗 + 1)

{︂
𝑙 𝑙 2

𝑗′ 𝑗 𝑠

}︂
< 𝑙||𝑇 𝑉 𝑃

2 (µ)||𝑙 > .

(2.55)

Приведенный матричный элемент < 𝑙||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑙 > может быть вычислен по

формуле [110]:

< 𝑙||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑙 >= −(2𝑙 + 1)

(︂
𝑙 2 𝑙

0 0 0

)︂
<
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ >, (2.56)
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где мы использовали хорошо известное соотношение между коэффициентами

Клебша — Гордана и 3j-символами:

𝐶(𝑗1𝑗2𝑗3;𝑚1𝑚2𝑚3) = (−1)−𝑗1+𝑗2+𝑚3
√︀

2𝑗3 + 1

(︂
𝑗1 𝑗2 𝑗3

𝑚1 𝑚2 𝑚3

)︂
. (2.57)

Таким образом, учитывая (2.55) и (2.56), для приведенного матричного эле

мента неприводимого тензорного оператора квадрупольного момента мюонного

облака имеем:

< 𝑗′||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 >= (2𝑙 + 1)

√︀
(2𝑗′ + 1)(2𝑗 + 1)(−1)𝑗

′+1/2

{︂
𝑙 𝑙 2

𝑗′ 𝑗 𝑠

}︂(︂
𝑙 2 𝑙

0 0 0

)︂
×

× <
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ > .

(2.58)

Сравним численное значение углового усреднения по формулам (2.53) и (2.58).

Для диагональных матричных элементов с 𝑗 = 3/2 имеем:

(2.53) : < 𝑗′ = 3/2||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 = 3/2 >=

2√
5
<
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ > (2.59)

(2.58) : < 𝑗′ = 3/2||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 = 3/2 >=

2√
5
<
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ > . (2.60)

Для недиагональных элементов:

(2.53) : < 𝑗′ = 1/2||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 = 3/2 >= − 2√

5
<
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ > (2.61)

(2.58) : < 𝑗′ = 1/2||𝑇 𝑉 𝑃
2 (µ)||𝑗 = 3/2 >= − 2√

5
<
α

3π

∫︁ ∞

1

𝑅(𝑟,ξ)𝑑ξ > . (2.62)

Очевидно, что результаты применения формул (2.53) и (2.58) совпадают. Таким

образом, мы можем использовать более компактную формулу (2.53).

Подставляя (2.40) и (2.53) в (2.52), получим поправку на квадруполь

ное взаимодействие с учетом эффектов однопетлевой поляризации вакуума

(выражение справедливо как для диагональных, так и для недиагональных
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матричных элементов):

𝐸𝑄
𝑉 𝑃 = 𝑍α(−1)𝑗

′+1/2−𝐹−𝑗−𝐼+1

{︂
𝑗 𝐼 𝐹

𝐼 𝑗′ 2

}︂
𝑄

2

[︂(︂
𝐼 2 𝐼

−𝐼 0 𝐼

)︂]︂−1

×

×
√︀

2𝑗 + 1
√︀
2𝑗′ + 1

(︂
𝑗′ 2 𝑗

1
2 0 −1

2

)︂
×

× α

3π

∫︁ ∞

1

𝑑ξ

∫︁ ∞

0

Ψ*
2𝑃 (𝑟)𝑅(𝑟,ξ)𝑟2Ψ2𝑃 (𝑟)𝑑𝑟.

(2.63)

Остается выполнить аналитическое интегрирование по r и ξ и вычислить значе

ния 3j- и 6j-символов. Вклад поляризации вакуума определяется радиальным

интегралом, а усреднение по углам выполняется также как и в случае без поля

ризации вакуума. Для диагональных и недиагональных матричных элементов

в результате имеем следующие аналитические интегральные выражения и чис

ленные значения:

𝐸𝑄
𝑉 𝑃 (𝑗

′ = 3/2,𝑗 = 3/2) =
µ3α(𝑍α)4𝑄

36π

∫︁ ∞

1

(5𝑎2 + 8𝑎+ 4)

(𝑎+ 2)4
ρ(ξ)𝑑ξ×

×
[︂
δ𝐹 1

2
− 4

5
δ𝐹 3

2
+

1

5
δ𝐹 5

2

]︂
=

[︂
δ𝐹 1

2
− 4

5
δ𝐹 3

2
+

1

5
δ𝐹 5

2

]︂
× 0.2441 мкэВ,

(2.64)

𝐸𝑄
𝑉 𝑃 (𝑗

′ = 1/2,𝑗 = 3/2) =
µ3α(𝑍α)4𝑄

36π

∫︁ ∞

1

(5𝑎2 + 8𝑎+ 4)

(𝑎+ 2)4
ρ(ξ)𝑑ξ×

×
[︂√

2δ𝐹 1
2
− 1√

5
δ𝐹 3

2

]︂
=

[︂√
2δ𝐹 1

2
− 1√

5
δ𝐹 3

2

]︂
× 0.2441 мкэВ,

(2.65)

где значение квадрупольного момента 𝑄 = 0.285783(30) фм2 [118], 𝑎 =

4𝑚𝑒ξ/µα.

Поправку на поляризацию вакуума в квадрупольном взаимодействии

необходимо также учесть и во втором порядке теории возмущений, где дан

ная поправка имеет порядок α5 и определяется диаграммой, изображенной на

рисунке 2.2. Общее выражение для данной поправки имеет следующий вид:

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑆𝑂𝑃𝑇 𝑉 𝑃 𝑄 = 2 < ψ|𝑉 𝐶

𝑉 𝑃 · �̃� · 𝑉 ℎ𝑓𝑠
𝑄 |ψ >=

= 2

∫︁ ∞

0

𝑟2𝑑𝑟

∫︁ ∞

0

𝑟′2𝑑𝑟′Ψ*
2𝑃 (𝑟)𝑉

𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟)�̃�(𝑟,𝑟′)𝑉 ℎ𝑓𝑠

𝑄 (𝑟′)Ψ2𝑃 (𝑟
′).

(2.66)

где

𝑉 𝐶
𝑉 𝑃 (𝑟) =

α

3π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

(︂
−𝑍α

𝑟

)︂
𝑒−2𝑚𝑒ξ𝑟, (2.67)
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Рисунок 2.2 — Диаграмма поправки на поляризацию вакуума в
квадрупольном взаимодействии во втором порядке теории возмущений

порядка α5

𝑉 ℎ𝑓𝑠
𝑄 (𝑟) =

𝑍α𝑄

2𝑟3
×
[︂
(𝑠2 · 𝑠2)− 3(𝑠2 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)

]︂
. (2.68)

Подставляя данные потенциалы и вычисляя интегралы по 𝑟 и ξ аналитически,

получим следующее выражение для поправки на поляризацию вакуума в квад

рупольном взаимодействии во втором порядке теории возмущений:

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑆𝑂𝑃𝑇 𝑉 𝑃 𝑄 = 0.112326(мкэВ)×

[︂
(𝑠2 · 𝑠2)− 3(𝑠2 · 𝑛)(𝑠2 · 𝑛)

]︂
. (2.69)

После усреднения по углам для диагональных матричных элементов получаем:

𝐸𝑄
𝑠𝑜𝑝𝑡,𝑣𝑝(𝑗

′ = 3/2,𝑗 = 3/2) =

[︂
δ𝐹 1

2
− 4

5
δ𝐹 3

2
+

1

5
δ𝐹 5

2

]︂
× 0.1122 мкэВ, (2.70)

В случае недиагональных матричных элементов имеем:

𝐸𝑄
𝑠𝑜𝑝𝑡,𝑣𝑝(𝑗

′ = 1/2,𝑗 = 3/2) =

[︂√
2δ𝐹 1

2
− 1√

5
δ𝐹 3

2

]︂
× 0.1122 мкэВ. (2.71)

В работе [28], как уже отмечалось ранее, учет поправок на однопетлевую

электронную поляризацию вакуума выполнен оценочно. Поправка на поляри

зацию вакуума в квадрупольном взаимодействии в [28] также представлена в

оценочном виде. Таким образом, основное расхождение конечных значений обу

словлено точным вычислением нами поправок на однопетлевую поляризацию

вакуума и учетом значительного числа дополнительных поправок как в пер

вом, так и во втором и третьем порядках теории возмущений. Для получения
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энергий уровней сверхтонкой структуры 2P состояния мы диагонализуем сле

дующую матрицу:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1.38157 0 0.487913 0 0

0 0.690785 0 −0.393711 0

0.487913 0 8.59622 0 0

0 −0.393711 0 8.23572 0

0 0 0 0 9.37183

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

где численные значения указаны в мэВ. Сравнение итоговых значений пред

ставлено в таблице 6.
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Глава 3. Радиационные поправки в тонкой и сверхтонкой структуре

спектра

3.1 Поправки на конечный размер ядра порядка α(𝑍α)𝐸𝐹 в

сверхтонкой структуре S-состояний

Как уже отмечалось ранее, поправки на структуру ядра и отдачу явля

ются крайне важными для достижения высокой точности расчета тонкой и

сверхтонкой структуры спектра легких мюонных ВП атомов и, в частности, ато

ма мюонного дейтерия. Помимо рассмотренных в главе 1 поправок на структуру

ядра имеется также ряд более сложных поправок порядка α(𝑍α)5, которые так

же необходимо учесть при расчете сверхтонкой структуры S-состояний атома

мюонного дейтерия.

Рисунок 3.1 — Двухфотонные обменные диаграммы с учетом структуры ядра
и поляризации вакуума

Первой из данной группы поправок является поправка на однопетлевую

поляризацию вакуума в двухфотонных обменных диаграммах порядка α(𝑍α)5.

Полученное ранее выражение (1.87) для двухфотонной обменной поправки на

структуру ядра и отдачу в сверхтонкой структуре S-состояний мюонного дей

терия может быть использовано для вычисления поправок на поляризацию

вакуума в двухфотонных обменных диаграммах с учетом структуры ядра и

отдачи. Диаграммы, соответствующие поправке на поляризацию вакуума в
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двухфотонных обменных диаграммах представлены на рисунке 3.1. Поправ

ка на электронную поляризацию вакуума может быть получена при помощи

выражения (1.87) и замены (1.45) в фотонном пропагаторе. Соответствующая

поправка к сверхтонкой структуре S-уровней имеет вид:

𝐸ℎ𝑓𝑠
2γ,𝑉 𝑃 = −𝐸𝐹

2α2

3π

∫︁ ∞

1

ρ(ξ)𝑑ξ

∫︁ ∞

0

𝑉2γ(𝑘)
𝑑𝑘

𝑘2 + 4𝑚2
𝑒ξ

2
=

=

{︃
1𝑆 : 0.0152 мэВ
2𝑆 : 0.0019 мэВ

.

(3.1)

Вклад мюонной поляризации вакуума может быть также вычислен при помощи

формулы (3.1) после замены 𝑚𝑒 → 𝑚1:

𝐸ℎ𝑓𝑠
2γ,𝑀𝑉 𝑃 =

{︃
1𝑆 : 0.0015 мэВ
2𝑆 : 0.0002 мэВ

. (3.2)

Рисунок 3.2 — Двухфотонные обменные диаграммы с учетом структуры ядра
и радиационных поправок в лептонную линию

Далее рассмотрим радиационные поправки в лептонную линию к двух

фотонным обменным амплитудам, которые имеют порядок α(𝑍α)5 [36]. Вклад

таких поправок в сверхтонкую структуру спектра энергии мюония был деталь

но изучен в работах [119—124]. В данных работах было получено суммарное

интегральное выражение для вкладов диаграмм, представленных на рисунке

3.2 в сверхтонкое расщепление порядка α(𝑍α)5 с учетом эффектов отдачи в

калибровке Фрида — Йенни [125—127] для радиационных фотонов. Удобство

калибровки Фрида — Йенни состоит в том, что она позволяет получить компакт

ные перенормированные инфракрасно — конечные интегральные выражения
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для массового оператора мюона, вершинного оператора и лептонного тензора,

представляющего диаграмму с охватывающим фотоном [128]. С помощью таких

выражений можно выполнить аналитический расчет поправок порядка α(𝑍α)5

в сверхтонкой структуре спектра в приближении точечного ядра [121—124]. Еще

одной важной особенностью калибровки Фрида — Йенни для радиационных

фотонов является возможность получить конечные выражения для каждой по

правки на рисунке 3.2 в отдельности, а не только для суммы трех поправок.

Перейдем теперь к вычислению радиационных поправок к двухфотонным

обменным диаграммам в сверхтонкой структуре S-состояний атома мюонного

дейтерия. Амплитуда рассеяния мюона на дейтроне может быть представлена

в следующем общем виде в случае прямой двухфотонной обменной диаграммы

с радиационными поправками в мюонную линию:

ℳ =
−𝑖(𝑍α)2

π2

∫︁
𝑑4𝑘 [�̄�(𝑞1)𝐿µν𝑢(𝑝1)]𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘)×

×[ε*ρ(𝑞2)Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘)Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)εα(𝑝2)],

(3.3)

где ερ(𝑞) — волновая функция свободного дейтрона, имеющего спин равный 1,

𝑝1,2 и 𝑞1,2 — 4-импульсы мюона и дейтрона в начальном и конечном состояни

ях: 𝑝1,2 ≈ 𝑞1,2. Вершинный оператор, описывающий взаимодействие дейтрона с

фотоном, определяется тремя формфакторами в виде:

Γω,ρσ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘) =
(2𝑝2 + 𝑘)ω

2𝑚2
𝑔ρσ · 𝐹1(𝑘)−

(2𝑝2 + 𝑘)ω
2𝑚2

𝑘ρ𝑘σ
2𝑚2

2

· 𝐹2(𝑘)−

−(𝑔ργ𝑔σω − 𝑔ρω𝑔σγ)
𝑘γ
2𝑚2

· 𝐹3(𝑘).

(3.4)

Пропагаторы дейтрона и обменных фотонов, для которых мы используем ку

лоновскую калибровку, соответственно равны:

𝒟αβ(𝑝) =
−𝑔αβ +

𝑝α𝑝β
𝑚2

2

(𝑝2 −𝑚2
2 + 𝑖0)

,

𝐷λσ(𝑘) =
1

𝑘2

[︂
𝑔λσ +

𝑘λ𝑘σ − 𝑘0𝑘λ𝑔σ0 − 𝑘0𝑘σ𝑔λ0

𝑘2

]︂
.

(3.5)

Лептонный тензор 𝐿µν содержит в себе радиационные поправки в мюонную ли

нию и имеет конкретный вид для каждой из трех амплитуд на рисунке 3.2. Мы
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провели независимое построение лептонного тензора для всех трех амплитуд

в калибровке Фрида — Йенни для радиационного фотона. С помощью паке

та FeynCalc [129] были получены аналитические выражения для лептонных

тензоров. Собственно-энергетической диаграмме (диаграмма А на рисунке 3.2)

соответствует следующий лептонный тензор:

𝐿𝑠𝑒
µν = −3α

4π
γµ(𝑝1 − 𝑘)γν

∫︁ 1

0

(1− 𝑥)𝑑𝑥

(1− 𝑥)𝑚2
1 + 𝑥𝑘2 . (3.6)

Вершинной диаграмме (диаграмма Б на рисунке 3.2) соответствует лептонный

тензор следующего вида:

𝐿𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥
µν = 2

α

4π

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑑𝑥γµ
𝑝1 − 𝑘 +𝑚1

(𝑝1 − 𝑘)2 −𝑚2
1 + 𝑖0

×

×

[︃
𝐹 (1)
ν +

𝐹
(2)
ν

Δ
+

𝐹
(3)
ν

Δ2

]︃
,

(3.7)

𝐹 (1)
ν = −6𝑥γν ln

𝑚2
1𝑥+ 𝑘2𝑧(1− 𝑥𝑧)

𝑚2
1𝑥

, (3.8)

𝐹 (3)
ν = 2𝑥3(1− 𝑥)�̂�(𝑝1 − 𝑘 +𝑚1)γν(𝑝1 +𝑚1)�̂�, (3.9)

𝐹 (2)
ν = −𝑥3(2γν𝑄

2 − 2�̂�γν�̂�)− 𝑥2[γα�̂�γν(𝑝1 +𝑚1)γα+

γα(𝑝1 − 𝑘 +𝑚1)γν�̂�γα + 2γν(𝑝1 +𝑚1)�̂�+ 2�̂�(𝑝1 − 𝑘 +𝑚1)γν]−

−𝑥(2− 𝑥)γα(𝑝1 − 𝑘 +𝑚1)γν(𝑝1 +𝑚1)γα,

(3.10)

𝑄 = −𝑝1 + 𝑘𝑧, Δ = 𝑥2𝑚2
1 − 𝑥𝑧(1− 𝑥𝑧)𝑘2 + 2𝑘𝑝1𝑥𝑧(1− 𝑥). (3.11)

Диаграмме с охватывающим фотоном (диаграмма В на рисунке 3.2) соответ

ствует:

𝐿𝑗𝑒𝑙𝑙𝑦𝑓𝑖𝑠ℎ
µν =

α

4π

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

(︃
𝐹

(1)
µν

Δ
+

𝐹
(2)
µν

Δ2
+

𝐹
(3)
µν

Δ3

)︃
, (3.12)

𝐹 (1)
µν = 12𝑝1𝑔µν − 15𝑝1γµγν + 9𝑘γµγν − 24𝑥�̂�γµγν + 16𝑥�̂�𝑔µν−

−8𝑥γµ𝑄ν + γν(30𝑝1,µ − 18𝑘µ + 40𝑄µ𝑥),
(3.13)
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𝐹 (2)
µν = 𝑝1�̂�γµ(−2𝑝1,ν𝑥− 8𝑄ν𝑥

2) + 𝑝1�̂�γν(2𝑝1,µ𝑥+ 8𝑄µ𝑥
2)+

+𝑝1γµγν(−8𝑚2
1𝑥+ 5𝑄2𝑥2) + 𝑝1γµ(2𝑄ν𝑚1𝑥) + 𝑝1γν(−2𝑄µ𝑚1𝑥)+

+𝑝1(12𝑝1,µ𝑝1,ν − 12𝑝1,µ𝑘ν + 20𝑝1,µ𝑄ν𝑥+ 24𝑝1,ν𝑄µ𝑥− 12𝑘µ𝑄ν𝑥−

−12𝑘ν𝑄µ𝑥+ 32𝑄µ𝑄ν𝑥
2 + 16𝑔µν𝑚

2
1𝑥+ 12𝑔µν𝑘𝑄𝑥− 12𝑔µν𝑄

2𝑥2)+

+6𝑘𝑝1γµ𝑝1,ν − 6𝑘𝑝1γν𝑝1,µ + 𝑘�̂�γµ(12𝑝1,ν𝑥+ 8𝑄ν𝑥
2)+

+𝑘�̂�γν(−12𝑝1,µ𝑥− 8𝑄µ𝑥
2)− 3𝑘γµγν𝑄

2𝑥2 − 6𝑘γµ𝑄ν𝑚1𝑥+

+𝑘γν(6𝑄µ𝑚1𝑥) + 𝑘(12𝑝1,µ𝑄ν𝑥− 12𝑝1,ν𝑄µ𝑥+ 12𝑔µν𝑚
2
1𝑥−

−8𝑔µν𝑄
2𝑥2) + �̂�γµγν(2𝑚

2
1𝑥− 24𝑚2

1𝑥
2 − 8𝑘𝑄𝑥2 + 16𝑄2𝑥3)+

+�̂�γµ(2𝑝1,ν𝑚1𝑥+ 8𝑄ν𝑚1𝑥
2) + �̂�γν(−2𝑝1,µ𝑚1𝑥− 8𝑄µ𝑚1𝑥

2)+

+�̂�(−4𝑝1,µ𝑝1,ν𝑥− 12𝑝1,µ𝑘ν𝑥+ 12𝑝1,ν𝑘µ𝑥+ 16𝑝1,ν𝑄µ𝑥
2−

−16𝑘ν𝑄µ𝑥
2 + 20𝑄µ𝑄ν𝑥

3 + 16𝑔µν𝑚
2
1𝑥

2 + 16𝑔µν𝑘𝑄𝑥2−

−14𝑔µν𝑄
2𝑥3) + 𝑔µν(−2𝑚3

1𝑥− 6𝑘𝑄𝑚1𝑥+ 4𝑄2𝑚1𝑥
2) + γµ(4𝑝1,ν𝑚

2
1𝑥−

−12𝑝1,ν𝑘𝑄𝑥− 8𝑝1,ν𝑄
2𝑥2 − 12𝑘ν𝑚

2
1𝑥+ 8𝑘ν𝑄

2𝑥2 + 2𝑄ν𝑚
2
1𝑥−

−16𝑄ν𝑚
2
1𝑥

2 − 16𝑄ν𝑘𝑄𝑥2 + 2𝑄ν𝑄
2𝑥3) + γν(24𝑝1,µ𝑚

2
1𝑥+

+12𝑝1,µ𝑘𝑄𝑥− 18𝑝1,µ𝑄
2𝑥2 − 12𝑘µ𝑚

2
1𝑥+ 14𝑘µ𝑄

2𝑥2 − 2𝑄µ𝑚
2
1𝑥+

+48𝑄µ𝑚
2
1𝑥

2 + 16𝑄µ𝑘𝑄𝑥2 − 30𝑄µ𝑄
2𝑥3)− 24𝑝1,µ𝑝1,ν𝑚1+

+12𝑝1,µ𝑘ν𝑚1 − 36𝑝1,µ𝑄ν𝑚1𝑥+ 12𝑝1,ν𝑘µ𝑚1 − 36𝑝1,ν𝑄µ𝑚1𝑥+

+24𝑘µ𝑄ν𝑚1𝑥+ 12𝑘ν𝑄µ𝑚1𝑥− 48𝑄µ𝑄ν𝑚1𝑥
2 − 16𝑔µν𝑚

3
1𝑥−

−12𝑔µν𝑘𝑄𝑚1𝑥+ 8𝑔µν𝑄
2𝑚1𝑥

2,

(3.14)

𝐹 (3)
µν = 𝑝1�̂�γµ(8𝑝1,ν𝑘𝑄𝑥2 − 8𝑄ν𝑚

2
1𝑥

3 + 4𝑄ν𝑄
2𝑥4)+

+𝑝1�̂�γν(−8𝑝1,µ𝑘𝑄𝑥2 + 8𝑄µ𝑚
2
1𝑥

3 − 4𝑄µ𝑄
2𝑥4)+

+𝑝1(−16𝑝1,µ𝑝1,ν𝑄
2𝑥2 + 8𝑝1,µ𝑘ν𝑄

2𝑥2 + 16𝑝1,µ𝑄ν𝑘𝑄𝑥2−

−16𝑝1,µ𝑄ν𝑄
2𝑥3 + 8𝑝1,ν𝑘µ𝑄

2𝑥2 − 16𝑝1,ν𝑄µ𝑘𝑄𝑥2−

−16𝑝1,ν𝑄µ𝑄
2𝑥3 + 8𝑘µ𝑄ν𝑄

2𝑥3 + 8𝑘ν𝑄µ𝑄
2𝑥3 − 16𝑄µ𝑄ν𝑄

2𝑥4−

−8𝑔µν𝑘𝑄𝑄2𝑥3 − 8𝑔µν𝑄
2𝑚2

1𝑥
3 + 4𝑔µν𝑄

4𝑥4)+

+𝑘𝑝1�̂�(8𝑝1,µ𝑄ν𝑥
2 − 8𝑝1,ν𝑄µ𝑥

2)+

(3.15)



87

+𝑘�̂�γµ(8𝑝1,ν𝑚
2
1𝑥

2 − 8𝑝1,ν𝑄
2𝑥3 − 4𝑄ν𝑄

2𝑥4)+

+𝑘�̂�γν(−8𝑝1,µ𝑚
2
1𝑥

2 + 8𝑝1,µ𝑄
2𝑥3 + 4𝑄µ𝑄

2𝑥4)+

+𝑘�̂�(8𝑝1,µ𝑄ν𝑚1𝑥
2 − 8𝑝1,ν𝑄µ𝑚1𝑥

2)+

+𝑘γµ(4𝑝1,ν𝑄
2𝑚1𝑥

2 + 4𝑄ν𝑄
2𝑚1𝑥

3)+

+𝑘γν(−4𝑝1,µ𝑄
2𝑚1𝑥

2 − 4𝑄µ𝑄
2𝑚1𝑥

3)+

+𝑘(16𝑝1,µ𝑄ν𝑚
2
1𝑥

2 − 8𝑝1,µ𝑄ν𝑄
2𝑥3 − 16𝑝1,ν𝑄µ𝑚

2
1𝑥

2+

+8𝑝1,ν𝑄µ𝑄
2𝑥3 − 8𝑔µν𝑄

2𝑚2
1𝑥

3 + 4𝑔µν𝑄
4𝑥4)+

+�̂�γµγν(−8𝑚4
1𝑥

3 + 4𝑘𝑄𝑄2𝑥4 + 12𝑄2𝑚2
1𝑥

4 − 4𝑄4𝑥5)+

+�̂�γµ(−8𝑝1,ν𝑘𝑄𝑚1𝑥
2 + 8𝑄ν𝑚

3
1𝑥

3 − 4𝑄ν𝑄
2𝑚1𝑥

4)+

+�̂�γν(8𝑝1,µ𝑘𝑄𝑚1𝑥
2 − 8𝑄µ𝑚

3
1𝑥

3 + 4𝑄µ𝑄
2𝑚1𝑥

4)+

+�̂�(−16𝑝1,µ𝑝1,ν𝑚
2
1𝑥

2 + 8𝑝1,µ𝑘ν𝑄
2𝑥3−

−16𝑝1,µ𝑄ν𝑚
2
1𝑥

3 + 16𝑝1,ν𝑘µ𝑚
2
1𝑥

2 − 8𝑝1,ν𝑘µ𝑄
2𝑥3 − 8𝑝1,ν𝑄µ𝑄

2𝑥4+

+8𝑘ν𝑄µ𝑄
2𝑥4 − 8𝑄µ𝑄ν𝑄

2𝑥5 − 8𝑔µν𝑘𝑄𝑄2𝑥4 − 8𝑔µν𝑄
2𝑚2

1𝑥
4+

+4𝑔µν𝑄
4𝑥5) + 𝑔µν(4𝑘𝑄𝑄2𝑚1𝑥

3 + 4𝑄2𝑚3
1𝑥

3 − 2𝑄4𝑚1𝑥
4)+

+γµ(8𝑝1,ν𝑘𝑄𝑄2𝑥3 − 8𝑝1,ν𝑄
2𝑚2

1𝑥
3 + 4𝑝1,ν𝑄

4𝑥4+

+8𝑘ν𝑄
2𝑚2

1𝑥
3 − 4𝑘ν𝑄

4𝑥4 − 16𝑄ν𝑚
4
1𝑥

3 + 8𝑄ν𝑘𝑄𝑄2𝑥4+

+8𝑄ν𝑄
2𝑚2

1𝑥
4) + γν(−8𝑝1,µ𝑘𝑄𝑄2𝑥3 − 8𝑝1,µ𝑄

2𝑚2
1𝑥

3+

+4𝑝1,µ𝑄
4𝑥4 + 8𝑘µ𝑄

2𝑚2
1𝑥

3 − 4𝑘µ𝑄
4𝑥4 + 16𝑄µ𝑚

4
1𝑥

3−

−8𝑄µ𝑘𝑄𝑄2𝑥4 − 24𝑄µ𝑄
2𝑚2

1𝑥
4 + 8𝑄µ𝑄

4𝑥5)+

+24𝑝1,µ𝑝1,ν𝑄
2𝑚1𝑥

2 − 8𝑝1,µ𝑘ν𝑄
2𝑚1𝑥

2 − 16𝑝1,µ𝑄ν𝑘𝑄𝑚1𝑥
2+

+24𝑝1,µ𝑄ν𝑄
2𝑚1𝑥

3 − 16𝑝1,ν𝑘µ𝑄
2𝑚1𝑥

2 + 16𝑝1,ν𝑄µ𝑘𝑄𝑚1𝑥
2+

+24𝑝1,ν𝑄µ𝑄
2𝑚1𝑥

3 − 16𝑘µ𝑄ν𝑄
2𝑚1𝑥

3 − 8𝑘ν𝑄µ𝑄
2𝑚1𝑥

3+

+24𝑄µ𝑄ν𝑄
2𝑚1𝑥

4 + 8𝑔µν𝑘𝑄𝑄2𝑚1𝑥
3 + 8𝑔µν𝑄

2𝑚3
1𝑥

3 − 4𝑔µν𝑄
4𝑚1𝑥

4.

Аналогичные выражения для лептонных тензоров в калибровке Фрида — Йен

ни и фейнмановской калибровке могут быть найдены в работах [121—124; 130;

131]. Зная явные выражения для лептонных тензоров мы можем перейти к

непосредственному вычислению поправок.
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Таблица 6 — Радиационные поправки без учета отдачи к
двухфотонным обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5 в
сверхтонкой структуре S-состояний атома мюонного дейтерия.
Сокращение СЭ обозначает поправку на собственную энергию, ВП
— вершинную поправку, ОФ. — поправку с охватывающим
фотоном

Тип поправки СЭ,
мэВ

ВП,
мэВ

ОФ,
мэВ

Суммарная
поправка,

мэВ
Точечное ядро, 𝐸𝐹α(𝑍α)

3
2

−𝐸𝐹α(𝑍α)(3 ln 2+ 𝐸𝐹α(𝑍α)(4 ln 2− 𝐸𝐹α(𝑍α)(ln 2−
аналитическое вы
ражение

+9
4
) −5

2
) −13

4
)

Точечное ядро 0.0039 -0.0113 0.0007 -0.0067
Неточечное ядро 0.0014 -0.0042 -0.0011 -0.0039

Для построения потенциала сверхтонкого взаимодействия по амплиту

де (3.42) мы используем технику проекционных операторов [86; 92; 93; 132].

Явный вид проекционных операторов в случае сверхтонкой структуры S-состо

яний мюонного дейтерия задается выражениями (1.82). Использование (1.82) в

(3.42) позволяет удобным образом выделить часть амплитуды, дающую вклад

в сверхтонкое взаимодействие, и перейти непосредственно к вычислению следа

и сверткам по лоренцевским индексам с помощью системы Form [94]. Общая

структура вкладов в энергетические сдвиги состояний с суммарными спинами

1/2 и 3/2 для прямых двухфотонных обменных диаграмм имеет вид:

𝑁1/2 =
1

6
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσ(𝑃 )Ψ̄σ(𝑃 )(γρ − 𝑣1,ρ)γ5(1 + 𝑣1)𝐿µν(1 + 𝑣1)×

×γ5(γα − 𝑣1,α)
}︁
Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘)Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)×

×𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘),

(3.16)

𝑁3/2 =
1

4
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσα(𝑃 )Ψ̄σρ(𝑃 )(1 + 𝑣1)𝐿µν(1 + 𝑣1)
}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘)Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘).

(3.17)

Рассматриваемые нами поправки содержат в себе не только эффекты струк

туры ядра, но и поправки на отдачу. Для упрощения вычислений сначала
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рассмотрим радиационные поправки на структуру ядра без эффектов отдачи

и далее исследуем поправки на отдачу отдельно. Если пренебречь эффектами

отдачи, то знаменатель пропагатора дейтрона сильно упрощается:

1

[(𝑝2 + 𝑘)2 −𝑚2
2 + 𝑖0]

≈ 1

(𝑘2 + 2𝑘𝑝2 + 𝑖0)
≈ 1

(2𝑘0𝑚2 + 𝑖0)
. (3.18)

Двухфотонные обменные диаграммы с перекрестными фотонами дают

вклад в сверхтонкую структуру, который также определяется выражения

ми (3.42)-(3.12) с заменой 𝑘 → −𝑘 в пропагаторе дейтрона. В результате

суммарный вклад оказывается пропорционален пропорционален δ(𝑘0) в силу

известного соотношения:

1

2𝑚2𝑘0 + 𝑖0
+

1

−2𝑚2𝑘0 + 𝑖0
= − 𝑖π

𝑚2
δ(𝑘0). (3.19)

Таким образом интегрирование по 𝑘0 исключается из интеграла по петлево

му четырехимпульсу 𝑘 и остается только трехмерное интегрирование по 𝑘. В

результате три типа поправок порядка α(𝑍α)5 в сверхтонкой структуре S-состо

яний мюонного дейтерия без учета эффектов отдачи могут быть представлены

в виде интегралов по трехмерному импульсу 𝑘 и фейнмановским параметрам:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑠𝑒 = 𝐸𝐹6

α(𝑍α)

π2

∫︁ 1

0

𝑥𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

𝐹1(𝑘
2)𝐹3(𝑘

2)𝑑𝑘

𝑥+ (1− 𝑥)𝑘2
, (3.20)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−1 = −𝐸𝐹24

α(𝑍α)

π2

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑥𝑑𝑥×

×
∫︁ ∞

0

𝐹1(𝑘
2)𝐹3(𝑘

2) ln[𝑥+𝑘2𝑧(1−𝑥𝑧)
𝑥 ]𝑑𝑘

𝑘2
,

(3.21)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−2 = 𝐸𝐹8

α(𝑍α)

π2

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

𝑘2

{︃
𝐹1(𝑘

2)𝐹3(𝑘
2)

[𝑥+ 𝑘2𝑧(1− 𝑥𝑧)]2
×

×
[︁
−2𝑥𝑧2(1− 𝑥𝑧)𝑘4 + 𝑧𝑘2(3𝑥3𝑧 − 𝑥2(9𝑧 + 1) + 𝑥(4𝑧 + 7)− 4)+

+𝑥2(5− 𝑥)
]︁
− 1

2

}︃
,

(3.22)
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Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑗𝑒𝑙𝑙𝑦𝑓𝑖𝑠ℎ = 𝐸𝐹4

α(𝑍α)

π2

∫︁ 1

0

(1− 𝑧)𝑑𝑧

∫︁ 1

0

(1− 𝑥)𝑑𝑥×

×
∫︁ ∞

0

𝐹1(𝑘
2)𝐹3(𝑘

2)𝑑𝑘

[𝑥+ (1− 𝑥)𝑘2]3

[︁
6𝑥+ 6𝑥2 − 6𝑥2𝑧 + 2𝑥3 − 12𝑥3𝑧 − 12𝑥4𝑧+

+𝑘2(−6𝑧 + 18𝑥𝑧 + 4𝑥𝑧2 + 7𝑥2𝑧 − 30𝑥2𝑧2 − 2𝑥2𝑧3 − 36𝑥3𝑧2+

(3.23)

+12𝑥3𝑧3 + 24𝑥4𝑧3) + 𝑘4(9𝑥𝑧2 − 31𝑥2𝑧3 + 34𝑥3𝑧4 − 12𝑥4𝑧5
]︁
.

Вклад формфактора 𝐹2(𝑘
2) в (3.20)-(3.23) опущен, так как члены ти

па 𝐹2(𝑘
2)𝐹3(𝑘

2) подавлены степенями массы 𝑚2. Слагаемое 1/2 в фигурных

скобках (3.22) связано с итерационным членом квазипотенциала, который устра

няет инфракрасную расходимость при вычислении интеграла по петлевому

импульсу. Все поправки (3.20), (3.21),(3.22), (3.23) определяются сходящимися

интегралами. В случае точечного дейтрона интегрирование может быть выпол

нено аналитически для всех поправок. Вначале проводится интегрирование по

𝑥, а затем по 𝑘, 𝑧. Полный результат оказывается равным 𝐸𝐹 (ln 2− 13
4 ), что сов

падает с работами [121—124]. Это аналитическое выражение для радиационных

поправок к двухфотонным обменным диаграммам без учета отдачи был полу

чен впервые в [133]. При проведении численных расчетов поправок (3.20)-(3.23),

связанных с конечным размером ядра, мы используем параметризацию (??) для

электромагнитных формфакторов дейтрона. Результирующие численные зна

чения для каждой из поправок, а также сравнение с численными значениями

поправок в приближении точечного ядра, представлены в таблице 6. Радиаци

онные поправки к двухфотонным обменным амплитудам с учетом структуры

ядра в сверхтонкой структуре мюонного дейтерия вычислены нами впервые.
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3.2 Поправки на структуру ядра порядка α(𝑍α)5 в лэмбовском

сдвиге

Рассмотрим радиационные поправки в лептонную линию к двухфотонным

обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5 в лэмбовском сдвиге, представленные

на рисунке 3.1. Можно предварительно оценить величину такой поправки по

значению фактора α6µ3/𝑚2
1 ≈ 0.012 мэВ для атома мюонного водорода. Такая

оценка говорит о необходимости рассмотреть вклад радиационных поправок в

лептонную линию к двухфотонным обменным амплитудам в лэмбовский сдвиг

легких мюонных атомов. Радиационная поправка порядка α(𝑍α)5 состоит, как

и в случае вклада в сверхтонкую структуру спектра энергии, из трех частей:

поправки на собственную энергию, вершинной поправки и поправки с охва

тывающим фотоном.

Нужно отметить, что вклад радиационных поправок в лептонную линию к

двухфотонным обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5 в случае точечного ядра

был вычислен в работе [134]. С учетом конечного размера ядра вклад диаграмм

на рисунке 3.1 в лэмбовский сдвиг атома водорода, пропорциональный квадрату

зарядового радиуса, был получен в работах [135; 136]. В аналитической форме

радиационные поправки в лептонную линию к двухфотонным обменным ампли

тудам порядка α(𝑍α)5, пропорциональные квадрату зарядового радиуса, были

получены в работах [137; 138].

Вклад двухфотонных обменных диаграмм в лэмбовский сдвиг и сверхтон

кую структуру легких мюонных ВП атомов был ранее исследован в работах [28;

34; 139—141]. Как и в случае радиационных поправок поправок к сверхтонкой

структуре мы используем квазипотенциальный подход в квантовой электроди

намике [40; 69; 142]. При вычислении радиационных поправок в лептонную

линию к двухфотонным обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5 мы пренебре

гаем относительными импульсами частиц в начальном и конечном состояниях

и получаем конечные аналитические выражения для каждой из поправок на
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рисунке 3.1 в отдельности. Для упрощения расчетов мы также пренебрегаем

эффектами отдачи, что приводит к выражениям для поправок, справедливым

как для спина ядра 1/2, так и 1. Далее для простоты расчета будем рассмат

ривать взаимодействие двух частиц спина 1/2.

Начнем вычисление поправок порядка α(𝑍α)5 с общего выражения для

амплитуд (прямых и перекрестных), представленных на рисунке 3.1:

ℳ =
−𝑖(𝑍α)2

π2

∫︁
𝑑4𝑘 [�̄�(𝑞1)𝐿µν𝑢(𝑝1)]𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘)×

×
[︂
𝑣(𝑝2)Γλ(𝑘)

−𝑝2 − 𝑘 +𝑚2

(𝑝2 + 𝑘)2 −𝑚2
2 + 𝑖ε

Γσ(𝑘)𝑣(𝑞2)+

+𝑣(𝑝2)Γσ(𝑘)
−𝑝2 + 𝑘 +𝑚2

(𝑝2 − 𝑘)2 −𝑚2
2 + 𝑖ε

Γλ(𝑘)𝑣(𝑞2)

]︂
,

(3.24)

где 𝑝1,2 и 𝑞1,2 — 4-импульсы частиц в начальном и конечном состояниях,

𝑝1,2 ≈ 𝑞1,2, 𝑘 — 4-импульс обменного фотона. Вершинный оператор определя

ется двумя формфакторами в виде:

Γµ(𝑘) = 𝐹1(𝑘
2)γµ − 𝐹2(𝑘

2)

2𝑚2
σµν𝑘ν. (3.25)

Пропагатор обменных фотонов взят в кулоновской калибровке и имеет вид:

𝐷λσ(𝑘) =
1

𝑘2

[︂
𝑔λσ +

𝑘λ𝑘σ − 𝑘0𝑘λ𝑔σ0 − 𝑘0𝑘σ𝑔λ0

𝑘2

]︂
. (3.26)

Лептонный тензор 𝐿µν, как уже отмечалось ранее, имеет вполне определенный

вид для каждой из рассматриваемых амплитуд. Используя пакет FeynCalc [129]

и калибровку Фрида — Йенни, для поправки на собственную энергию было по

лучено выражение (3.6). Для вершинной поправки лептонный тензор имеет вид

(3.7). В случае поправки с охватывающим фотоном было получено выражение

(3.12). Для того, чтобы выделить часть потенциала, дающую вклад в лэмбов

ский сдвиг, мы используем технику проекционных операторов. Проекционные

операторы на состояния с полным спином 0 и 1 имеют вид:

Π̂0 =
1 + �̂�

2
√
2
γ5,

Π̂1 =
1 + �̂�

2
√
2
ε̂,

(3.27)
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где εµ — вектор поляризации состояния мюон-ядро со спином 1, 𝑄 = (1,0,0,0).

После применения проекционных операторов получаем две амплитуды, спро

ектированные на состояния пары мюон — ядро с суммарным спином 0 и 1.

Общие выражения для числителей спроектированных прямых обменных ам

плитуд имеют следующий вид:

𝑁(1𝑆0) =
1

8
𝑇𝑟

{︂
γ5(1 + �̂�)𝐿µν(1 + �̂�)γ5

[︂
𝐹1γ

λ − 𝐹2

2𝑚2
σλρ𝑘ρ

]︂
×

×(−𝑝2 − 𝑘 +𝑚2)

[︂
𝐹1γ

σ +
𝐹2

2𝑚2
σσβ𝑘β

]︂}︂
𝐷µσ(𝑘)𝐷νλ(𝑘),

(3.28)

𝑁(3𝑆1) =
1

24
𝑇𝑟

{︂
ε̂*(1 + �̂�)𝐿µν(1 + �̂�)ε̂

[︂
𝐹1γ

λ − 𝐹2

2𝑚2
σλρ𝑘ρ

]︂
×

×(−𝑝2 − 𝑘 +𝑚2)

[︂
𝐹1γ

σ +
𝐹2

2𝑚2
σσβ𝑘β

]︂}︂
𝐷µσ(𝑘)𝐷νλ(𝑘).

(3.29)

После вычисления следа и свертки по лоренцевским индексам при помощи па

кета аналитических расчетов Form [94] были получены потенциалы 𝑉 (1𝑆0) и

𝑉 (3𝑆1), соответствующие состоянию пары мюон — ядро с суммарным спином

0 и 1. Потенциал, дающий вклад в лэмбовский сдвиг, может быть получен при

помощи следующего соотношения [143; 144]:

𝑉 𝐿𝑠 = 𝑉 (1𝑆0) +
3

4
𝑉 ℎ𝑓𝑠, (3.30)

где 𝑉 ℎ𝑓𝑠 = 𝑉 (1𝑆1) + 𝑉 (1𝑆0) — сверхтонкая часть квазипотенциала, 𝑉 (1𝑆0)

— проекция квазипотенциала на состояние пары мюон — ядро со спином 0.

Использование (3.27) и (3.30) в (3.24) позволило удобным образом перейти к

вычислению следа и сверткам по лоренцевским индексам. Для удобства вычис

ления интеграла по петлевому импульсу мы пренебрегаем эффектами отдачи.

Как уже было показано для случая сверхтонкой структуры, интеграл по петле

вому импульсу в этом случае значительно упрощается.

В случае ядра со спином 1 построение квазипотенциала может быть выпол

нено аналогично приведенному выше алгоритму. Основным отличием является

необходимость использования проекционных операторов (1.82). Так как в на

ших вычислениях мы пренебрегаем эффектами отдачи, то полученные нами
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выражения справедливы для всех легких мюонных ВП-атомов вне зависимо

сти от величины спина ядра. Интегральные выражения для поправок зависят

от квадрата электрического формфактора ядра. Три типа поправок порядка

α(𝑍α)5 в лэмбовском сдвиге атома мюонного дейтерия были представлены в

виде интегралов по петлевому импульсу 𝑘 и фейнмановским параметрам:

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑠𝑒 = −6α(𝑍α)5µ3

π2𝑚2
1𝑛

3
δ𝑙0

∫︁ ∞

0

[𝐺𝐸(𝑘
2)2 − 1]

𝑘2(𝑘2 − 1)2
(1− 𝑘2 + 2𝑘2 ln 𝑘)𝑑𝑘, (3.31)

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−1 =

48α(𝑍α)5µ3

π2𝑚2
1𝑛

3
δ𝑙0

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑥𝑑𝑥×

×
∫︁ ∞

0

[𝐺𝐸(𝑘
2)2 − 1]

𝑘4
ln[

𝑥+ 𝑘2𝑧(1− 𝑥𝑧)

𝑥
]𝑑𝑘,

(3.32)

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−2 =

8α(𝑍α)5µ3

π2𝑚2
1𝑛

3
δ𝑙0

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

[𝐺𝐸(𝑘
2)2 − 1]𝑑𝑘

𝑘4[𝑥+ 𝑧(1− 𝑥𝑧)𝑘2]2
×

×
[︂
−8𝑥2 + 𝑘2(−𝑥2 + 8𝑧 − 8𝑥𝑧 − 4𝑥2𝑧 + 2𝑥3𝑧 − 8𝑥𝑧2 + 16𝑥2𝑧2 − 4𝑥3𝑧2)+

+𝑘4(2𝑧 − 3𝑥𝑧 + 2𝑥𝑧2 + 5𝑥2𝑧2 − 8𝑥2𝑧3 − 2𝑥3𝑧3 + 4𝑥3𝑧4)

]︂
,

(3.33)

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑗𝑒𝑙𝑙𝑦𝑓𝑖𝑠ℎ =

2α(𝑍α)5µ3

π2𝑚2
1𝑛

3
δ𝑙0

∫︁ 1

0

(1− 𝑧)𝑑𝑧

∫︁ 1

0

(1− 𝑥)𝑑𝑥×

×
∫︁ ∞

0

[𝐺𝐸(𝑘
2)2 − 1]𝑑𝑘

[𝑥+ 𝑧(1− 𝑥𝑧)𝑘2]3

[︂
−24𝑥− 24𝑥2 + 36𝑥4+

+𝑘2(24𝑧 − 96𝑥𝑧 − 8𝑥𝑧2 − 22𝑥2𝑧 + 40𝑥2𝑧2 + 76𝑥3𝑧 + 24𝑥3𝑧2 − 48𝑥4𝑧2)+

+𝑘4(−66𝑥𝑧2 + 32𝑥2𝑧2 + 70𝑥2𝑧3 − 36𝑥3𝑧3 − 24𝑥3𝑧4 + 12𝑥4𝑧4)

]︂
.

(3.34)

Представим зарядовый формфактор в виде ряда следующим образом:

𝐺𝐸(𝑘
2)2 − 1 ≈ 𝐺𝐸(0)

2 + 2𝐺𝐸(0)𝐺
′
𝐸(0)𝑘

2 − 1 = −1

3
𝑟2𝑁𝑘

2, (3.35)

где 𝑟𝑁 — зарядовый радиус ядра. Используя данное разложение, представим

приведенные выше поправки в аналитическом виде и сравним с результатами,

полученными в других работах. С учетом разложения (3.35) имеем:

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑠𝑒 (𝑟

2
𝑁) =

α(𝑍α)5µ3𝑟2𝑁
𝑛3

1

2
δ𝑙0, (3.36)

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−1(𝑟

2
𝑁) =

α(𝑍α)5µ3𝑟2𝑁
𝑛3

(1− 4 ln 2)δ𝑙0, (3.37)
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Δ𝐸𝐿𝑠
𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−2(𝑟

2
𝑁) =

α(𝑍α)5µ3𝑟2𝑁
𝑛3

(︂
4

3
ln 2− 3

)︂
δ𝑙0, (3.38)

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑗𝑒𝑙𝑙𝑦𝑓𝑖𝑠ℎ(𝑟

2
𝑁) =

α(𝑍α)5µ3𝑟2𝑁
𝑛3

(︂
16

3
ln 2− 7

3

)︂
δ𝑙0. (3.39)

Еще одна поправка порядка α(𝑍α)5 в лэмбовском сдвиге мюонного дейте

рия связана с однопетлевой мюонной поляризацией вакуума в двухфотонных

обменных амплитудах. Она может быть получена при помощи замены (1.45)

в фотонном пропагаторе. После интегрирования по спектральному параметру

получим аналитическое выражение для поправки на однопетлевую мюонную

поляризацию вакуума в двухфотонных обменных диаграммах порядка α(𝑍α)5:

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑉 𝑃 = −32α(𝑍α)5µ3

3π2𝑚2
1𝑛

3
δ𝑙0

∫︁ ∞

0

[𝐺𝐸(𝑘
2)2 − 1]𝑑𝑘

3𝑘7

[︂
12𝑘 − 5𝑘3−

−6(2− 𝑘2)
√︀

𝑘2 + 4arcsin
𝑘

2

]︂
.

(3.40)

Используя разложение (3.35) в (3.40), получим:

Δ𝐸𝐿𝑠
𝑉 𝑃 = −α(𝑍α)

5µ3𝑟2𝑁
2𝑛3

δ𝑙0. (3.41)

Все рассмотренные нами поправки к лэмбовскому сдвигу в атоме мюонно

го дейтерия порядка α(𝑍α)5 были представлены в виде конечных интегральных

выражений. Использование разложения (3.35) позволяет выполнить интегриро

вание по петлевому импульсу аналитически. Полученные после интегрирования

значения поправок представлены в таблице 7. Как уже отмечалось ранее,

аналитическое выражение для радиационных поправок к двухфотонным ам

плитудам в лэмбовском сдвиге в приближении точечного ядра δ𝐸𝐿𝑠 = 4(1 +

11
128 −

ln 2
2 )α(𝑍α)

5µ3

𝑚2
1𝑛

3 δ𝑙0 было получено в [134]. В работе [131] выражения для леп

тонных тензоров вершинной поправки и поправки с охватывающим фотоном

были построены в другой форме, однако результирующие вклады в лэмбовский

сдвиг S-состояний совпадает с нашими результатами. При численном интегри

ровании в полученных интегральных выражениях для поправок мы используем

параметризацию зарядового формфактора дейтрона из работы [95].
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Таблица 7 — Радиационные поправки без учета отдачи к
двухфотонным обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5 в
лэмбовском сдвиге S-состояний атома мюонного дейтерия.
Сокращение СЭ обозначает поправку на собственную энергию, ВП
— вершинную поправку, ОФ — поправку с охватывающим
фотоном, МПВ - поправку на мюонную поляризацию вакуума

Тип поправки СЭ,
мэВ

ВП,
мэВ

ОФ,
мэВ

МПВ,
мэВ

Суммарная
поправка,

мэВ
Разложение (3.35), 1

2
−(8

3
ln 2+ (16

3
ln 2− 1

2
(8
3
ln 2− 23

6
+

аналитическое +2) −7
3
) +1

2
)

выражение
Разложение (3.35) 0.0088 -0.0675 0.0239 0.0088 -0.0260
Неточечное ядро 0.0037 -0.0321 0.0087 0.0023 -0.0174

В приближении (3.35) полученные нами аналитические выражения для

поправок совпадают с результатами из работ [137; 138]. Численные значения

включены в таблицу 7 и получены с использованием зарядового радиуса дей

трона из [145]. Как следует из результатов в таблице 7, учет структуры ядра

с использованием параметризации зарядового формфактора сильно изменяет

значение поправок по сравнению с использованием разложения (3.35). Для от

дельных поправок численные значения отличаются более чем в 2 раза.

Полученные нами численные значения поправок порядка α(𝑍α)5 в лэм

бовском сдвиге атома мюонного дейтерия должны быть дополнительно учтены

при сравнении с экспериментальными данными [6; 7; 12; 146; 147].

3.3 Поправки на структуру ядра с отдачей порядка α(𝑍α)𝑚1/𝑚2𝐸𝐹

в сверхтонкой структуре S-состояний

Рассмотрим отдельно радиационные поправки в лептонную линию к двух

фотонным обменным амплитудам порядка α(𝑍α)5 в сверхтонкой структуре

атома мюонного дейтерия с учетом эффектов отдачи [39]. Амплитуда рассеяния
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мюона на дейтроне в общем виде может быть представлена следующим образом:

ℳ =
−𝑖(𝑍α)2

π2

∫︁
𝑑4𝑘 [𝑢 (𝑞1)𝐿µ𝑣𝑢 (𝑝1)]𝐷µω(𝑘)𝐷𝑣λ(𝑘)×

×

⎡⎣ε*ρ(𝑞2)Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)
−𝑔βτ +

(𝑝2+𝑘)β(𝑝2+𝑘)τ
𝑚2

2

((𝑝2 + 𝑘)2 −𝑚2
2 + 𝑖0)

Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)εα(𝑝2)

⎤⎦+

+перекрестные амплитуды,

(3.42)

где ερ(𝑞) — волновая функция свободного дейтрона, имеющего спин равный 1,

𝑝1,2 и 𝑞1,2 — 4-импульсы мюона и дейтрона в начальном и конечном состояниях:

𝑝1,2 ≈ 𝑞1,2. Вершина взаимодействия дейтрона и фотона имеет вид (3.25). Для

обменных фотонов мы используем кулоновскую калибровку. Для построения

квазипотенциала по амплитуде взаимодействия мы используем проекционные

операторы (1.82). Это позволяет удобным образом выделить сверхтонкую часть

квазипотенциала и перейти к вычислению следа и свертке по лоренцевским

индексам. Выпишем более подробно общий вид числителей спроектированных

амплитуд с учетом явного вида лептонного тензора для каждой из трех попра

вок. Для поправки на собственную энергию имеем:

𝑁Σ
1/2 = −1

6
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσ(𝑃 )Ψ̄σ(𝑃 )(γρ − 𝑣1,ρ)γ5(1 + 𝑣1)
3α

4π
γµ(𝑝1 − 𝑘)γν×

×(1− 𝑥)(1 + 𝑣1)γ5(γα − 𝑣1,α)
}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)[𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘) +𝒟βτ(𝑝2 − 𝑘)]Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)×

×𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘),

(3.43)

𝑁Σ
3/2 = −1

4
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσα(𝑃 )Ψ̄σρ(𝑃 )(1 + 𝑣1)×

×3α

4π
γµ(𝑝1 − 𝑘)γν(1− 𝑥)(1 + 𝑣1)

}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)[𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘) +𝒟βτ(𝑝2 − 𝑘)]Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)×

×𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘).

(3.44)
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Для вершинной поправки числители спроектированных амплитуд имеют сле

дующий вид:

𝑁Λ
1/2 =

1

6
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσ(𝑃 )Ψ̄σ(𝑃 )(γρ − 𝑣1,ρ)γ5(1 + 𝑣1)
α

2π
γµ(𝑝1 − 𝑘 +𝑚1)×

×

[︃
𝐹 (1)
ν +

𝐹
(2)
ν

Δ
+

𝐹
(3)
ν

Δ2

]︃
(1 + 𝑣1)γ5(γα − 𝑣1,α)

}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)[𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘) +𝒟βτ(𝑝2 − 𝑘)]Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)×

×𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘),

(3.45)

𝑁Λ
3/2 =

1

4
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσα(𝑃 )Ψ̄σρ(𝑃 )(1 + 𝑣1)
α

2π
γµ(𝑝1 − 𝑘 +𝑚1)×

×

[︃
𝐹 (1)
ν +

𝐹
(2)
ν

Δ
+

𝐹
(3)
ν

Δ2

]︃
(1 + 𝑣1)

}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)[𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘) +𝒟βτ(𝑝2 − 𝑘)]Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)×

×𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘).

(3.46)

В случае поправки с охватывающим фотоном имеем:

𝑁Ξ
1/2 =

1

6
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσ(𝑃 )Ψ̄σ(𝑃 )(γρ − 𝑣1,ρ)γ5(1 + 𝑣1)
α

4π

×𝑥(1− 𝑧)

(︃
𝐹

(1)
µν

Δ
+

𝐹
(2)
µν

Δ2
+

𝐹
(3)
µν

Δ3

)︃
(1 + 𝑣1)γ5(γα − 𝑣1,α)

}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)[𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘) +𝒟βτ(𝑝2 − 𝑘)]Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)×

×𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘),

(3.47)

𝑁Ξ
3/2 =

1

4
𝑇𝑟
{︁∑︁

σ

Ψσα(𝑃 )Ψ̄σρ(𝑃 )(1 + 𝑣1)
α

4π
×

×𝑥(1− 𝑧)

(︃
𝐹

(1)
µν

Δ
+

𝐹
(2)
µν

Δ2
+

𝐹
(3)
µν

Δ3

)︃
(1 + 𝑣1)

}︁
×

×Γω,ρβ(𝑞2,𝑝2 + 𝑘)𝒟βτ(𝑝2 + 𝑘)Γλ,τα(𝑝2 + 𝑘,𝑝2)𝐷µω(𝑘)𝐷νλ(𝑘).

(3.48)

Потенциал для каждой из радиационных поправок с учетом структуры ядра

и отдачи к двухфотонным обменным диаграммам в сверхтонком расщеплении

S-уровней мюонного дейтерия получается как разность спроектированных ам

плитуд 𝑁3/2 − 𝑁1/2.
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Так как при вычислении мы учитываем отдачу ядра, необходимо выпол

нить интегрирование по четырехмерному петлевому импульсу. Для удобства

вычисления интеграла по петлевому импульсу выполним поворот Вика и пе

рейдем в евклидово импульсное пространство [148]:∫︁
𝑑4𝑘 =

∫︁ ∞

0

𝑘3𝑑𝑘

∫︁ π

0

𝑠𝑖𝑛2φ𝑑φ

∫︁ π

0

𝑠𝑖𝑛θ𝑑θ

∫︁ 2π

0

𝑑ψ =

= 4π

∫︁ ∞

0

𝑘3𝑑𝑘

∫︁ π

0

𝑠𝑖𝑛2φ𝑑φ.

(3.49)

В результате три типа поправок порядка α(𝑍α)5 в сверхтонкой структуре

S-состояний мюонного дейтерия с учетом отдачи ядра были представлены в

виде следующих интегралов по петлевому импульсу и фейнмановским пара

метрам:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
Σ = −12α(𝑍α)5µ3

𝑛3π3𝑚2

∫︁ 1

0

(1− 𝑥)𝑑𝑥

∫︁ π

0

sin2φ𝑑φ×

×
∫︁

𝑘𝑑𝑘

(𝑘2 + 4µ−2 cos2φ)

1

(1− 𝑥+ 𝑥𝑘2)2 + 4𝑥2𝑘2 cos2φ
×

×{𝐹2𝐹3(
𝑘10𝑥

𝑚4
2

− 𝑘10

𝑚4
2

+
𝑘8𝑥 cos4φ

𝑚2
2

+
2𝑘8𝑥 cos2φ

𝑚2
2

+
𝑘8𝑥

𝑚2
2

−

−𝑘8𝑚2
1𝑥

𝑚4
2

− 𝑘8 cos4φ

𝑚2
2

− 2𝑘8 cos2φ

𝑚2
2

− 𝑘8

𝑚2
2

− 𝑘6𝑚2
1𝑥 cos

4φ

𝑚2
2

−

−2𝑘6𝑚2
1𝑥 cos

2φ

𝑚2
2

− 𝑘6𝑚2
1𝑥

𝑚2
2

) + 𝐹1𝐹3(−
𝑘8𝑥 cos2φ

𝑚2
2

+
2𝑘8𝑥

𝑚2
2

+

+
𝑘8 cos2φ

𝑚2
2

− 2𝑘8

𝑚2
2

+
𝑘6𝑚2

1𝑥 cos
2φ

𝑚2
2

− 2𝑘6𝑚2
1𝑥

𝑚2
2

+ 4𝑘6𝑥− 4𝑘6 − 4𝑘4𝑚2
1𝑥)+

+𝐹 2
3 (
𝑘8𝑥 cos2φ

𝑚2
2

− 𝑘8𝑥

𝑚2
2

− 𝑘8 cos2φ

𝑚2
2

+
𝑘8

𝑚2
2

− 𝑘6𝑚2
1𝑥 cos

2φ

𝑚2
2

+

+
𝑘6𝑚2

1𝑥

𝑚2
2

− 𝑘6𝑥 cos4φ+ 𝑘6𝑥 cos2φ+ 𝑘6 cos4φ−

−𝑘6 cos2φ− 𝑘4𝑚2
1𝑥 cos

4φ+ 𝑘4𝑚2
1𝑥 cos

2φ+

+2𝑘4𝑚2
1 cos

4φ− 2𝑘4𝑚2
1 cos

2φ)},

(3.50)
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Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
1,Λ = −8α(𝑍α)5µ3

𝑛3π3𝑚2

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑥𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

𝑘𝑑𝑘

∫︁ π

0

sin2φ𝑑φ×

×𝐹2𝐹3(−
3𝑘4 cos2φ

𝑚4
2

+
3𝑘4

𝑚4
2

− 9𝑘2 cos4φ

𝑚2
2

+
6𝑘2 cos2φ

𝑚2
2

+
3𝑘2

𝑚2
2

)+

+𝐹 2
3 (−

3𝑘2 cos2φ

𝑚2
2

+
3𝑘2

𝑚2
2

+ 3 cos4φ− 3 cos2φ)+

+𝐹1𝐹3(−
6𝑘2 cos2φ

𝑚2
2

+
6𝑘2

𝑚2
2

− 12 cos4φ+ 12)×

×
ln
[︀(︀
𝑥+ 𝑘2𝑧(1− 𝑥𝑧)

)︀
/𝑚2

1𝑥
]︀

(𝑘2 + 4𝑚2
1 cos

2φ) (𝑘2 + 4𝑚2
2 cos

2φ)
,

(3.51)

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
2,Λ = 𝐸𝐹

α(𝑍α)

π3(1 + κ)µ

∫︁ 1

0

𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

𝑑𝑘

∫︁ π

0

sin2φ𝑑φ×

×
[︂
𝐺1

Δ
+

𝐺2

Δ2

]︂
1

𝑘5 (𝑘2 + 4𝑚2
1 cos

2φ) (𝑘2 + 4𝑚2
2 cos

2φ)
,

Δ =
(︀
𝑘2𝑧(1− 𝑥𝑧) +𝑚2

1𝑥
)︀2

+ 4𝑘2𝑚2
1𝑧

2(1− 𝑥)2 cos2φ,

(3.52)

𝐺1 = 𝐹 2
3 (4𝑥

3𝑧4 cos4φ𝑘10 − 8𝑥2𝑧3 cos4φ𝑘10 + 4𝑥𝑧2 cos4φ𝑘10−

−4𝑥3𝑧4 cos2φ𝑘10 + 8𝑥2𝑧3 cos2φ𝑘10 − 4𝑥𝑧2 cos2φ𝑘10−

−24𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 76𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 40𝑥𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8+

+44𝑥2𝑧 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 104𝑥𝑧 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 48𝑧 cos4φ𝑚2
1𝑘

8+

+8𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 20𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 8𝑥𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8−

−20𝑥2𝑧 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 40𝑥𝑧 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 16𝑧 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+4𝑥3 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 − 44𝑥2 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 24𝑥 cos4φ𝑚4
1𝑘

6+

+32𝑥2𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 − 32𝑥𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 − 4𝑥3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6+

+20𝑥2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 − 8𝑥 cos2φ𝑚4
1𝑘

6) + 𝐹1𝐹3(16𝑥
3𝑧4𝑘10−

−16𝑥3𝑧4 cos4φ𝑘10 + 32𝑥2𝑧3 cos4φ𝑘10 − 16𝑥𝑧2 cos4φ𝑘10−

−32𝑥2𝑧3𝑘10 + 16𝑥𝑧2𝑘10 − 16𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 16𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

8+

+16𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 48𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 64𝑥𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8−

−64𝑥2𝑧 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 128𝑥𝑧 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 64𝑧 cos4φ𝑚2
1𝑘

8−

−24𝑥3𝑧2𝑚2
1𝑘

8 + 72𝑥2𝑧2𝑚2
1𝑘

8 − 32𝑥𝑧2𝑚2
1𝑘

8 + 56𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8−

(3.53)
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−216𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 128𝑥𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 40𝑥2𝑧 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+168𝑥𝑧 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 96𝑧 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 24𝑥2𝑧𝑚2
1𝑘

8 − 72𝑥𝑧𝑚2
1𝑘

8+

+32𝑧𝑚2
1𝑘

8 − 16𝑥3 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 64𝑥2 cos4φ𝑚4
1𝑘

6−

−32𝑥 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 48𝑥3𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 144𝑥2𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6−

−288𝑥𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 128𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 8𝑥3𝑚4
1𝑘

6 − 72𝑥2𝑚4
1𝑘

6+

+8𝑥3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 88𝑥2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 − 64𝑥 cos2φ𝑚4
1𝑘

6−

−32𝑥3𝑧 cos2(φ)𝑚4
1𝑘

6 − 256𝑥2𝑧 cos2(φ)𝑚4
1𝑘

6+

+416𝑥𝑧 cos2(φ)𝑚4
1𝑘

6 − 128𝑧 cos2(φ)𝑚4
1𝑘

6 + 32𝑥𝑚4
1𝑘

6),

𝐺2 = 𝐹 2
3 (−8𝑥4𝑧6 cos4φ𝑚2

1𝑘
12 + 8𝑥3𝑧6 cos4φ𝑚2

1𝑘
12−

−8𝑥4𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 40𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 − 32𝑥2𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

12−

−24𝑥2𝑧4 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 24𝑥𝑧4 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 8𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

12−

−8𝑥𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 40𝑥4𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 40𝑥3𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+48𝑥4𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 176𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 128𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−32𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 104𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 72𝑥𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−8𝑥4𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 8𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 16𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

10+

+48𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 32𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 16𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−40𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 24𝑥𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 24𝑥4𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8

−− 40𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 96𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 32𝑥𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8−

−40𝑥4𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 136𝑥3𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 96𝑥2𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+16𝑥4𝑧2 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 16𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 16𝑥4𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−48𝑥3𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 32𝑥2𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 24𝑥4 cos4φ𝑚8
1𝑘

6−

−24𝑥3 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 − 8𝑥4 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 8𝑥3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6)+

+𝐹1𝐹3(−16𝑥4𝑧5𝑚2
1𝑘

12 + 16𝑥3𝑧5𝑚2
1𝑘

12 + 32𝑥3𝑧4𝑚2
1𝑘

12 − 32𝑥2𝑧4𝑚2
1𝑘

12−

(3.54)
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−16𝑥2𝑧3𝑚2
1𝑘

12 + 16𝑥𝑧3𝑚2
1𝑘

12 + 32𝑥4𝑧6 cos2φ𝑚2
1𝑘

12−

+32𝑥3𝑧6 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 48𝑥4𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 176𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12+

+128𝑥2𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 32𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 128𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

12−

−96𝑥𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 16𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 16𝑥𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

12+

+32𝑥4𝑧4𝑚4
1𝑘

10 − 32𝑥3𝑧4𝑚4
1𝑘

10 + 64𝑥4𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−64𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 96𝑥4𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 224𝑥3𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+128𝑥𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 256𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 640𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−384𝑥𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 64𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 160𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+96𝑥𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 32𝑥4𝑧3𝑚4
1𝑘

10 − 96𝑥3𝑧3𝑚4
1𝑘

10 + 64𝑥2𝑧3𝑚4
1𝑘

10−

−32𝑥3𝑧2𝑚4
1𝑘

10 + 64𝑥2𝑧2𝑚4
1𝑘

10 − 32𝑥𝑧2𝑚4
1𝑘

10 − 64𝑥4𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10+

+64𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 128𝑥4𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 256𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−128𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 32𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 224𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−192𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 32𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 160𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

10+

+128𝑥𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 384𝑥4𝑧3 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 1152𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+1024𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 256𝑥𝑧3 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 64𝑥4𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8−

−448𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 896𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 512𝑥𝑧2 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+64𝑥4𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥3𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 128𝑥2𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

8−

−64𝑥4𝑧2𝑚6
1𝑘

8 + 64𝑥3𝑧2𝑚6
1𝑘

8 − 128𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 384𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−256𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 32𝑥4𝑧2 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 352𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−768𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 384𝑥𝑧2 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 48𝑥4𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−240𝑥3𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 192𝑥2𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 16𝑥4𝑧𝑚6
1𝑘

8 + 80𝑥3𝑧𝑚6
1𝑘

8−

−64𝑥2𝑧𝑚6
1𝑘

8 + 32𝑥4𝑚8
1𝑘

6 − 32𝑥4 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 + 32𝑥3 cos4φ𝑚8
1𝑘

6−

−192𝑥4𝑧 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 + 448𝑥3𝑧 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 − 256𝑥2𝑧 cos4φ𝑚8
1𝑘

6−

−32𝑥3𝑚8
1𝑘

6 − 64𝑥4 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 64𝑥3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 192𝑥4𝑧 cos2φ𝑚8
1𝑘

6−

−448𝑥3𝑧 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 256𝑥2𝑧 cos2φ𝑚8
1𝑘

6).
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Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
Ξ = −4α(𝑍α)5µ3

𝑛3π3𝑚2

∫︁ 1

0

(1− 𝑧)𝑑𝑧

∫︁ 1

0

𝑥𝑑𝑥

∫︁
𝑘𝑑𝑘×

×
∫︁ π

0

sin2φ𝑑φ

(𝑘2 + 4µ−2 cos2φ)

[︂
𝐴1,Ξ

Δ
+

𝐴2,Ξ

Δ2
+

𝐴3,Ξ

Δ3

]︂
,

(3.55)

𝐴1,Ξ = 𝐹 2
3 (−12𝑘6𝑥2𝑧3 cos4φ+ 12𝑘6𝑥2𝑧3 cos2φ+ 18𝑘6𝑥𝑧2 cos4φ−

−18𝑘6𝑥𝑧2 cos2φ− 6𝑘6𝑧 cos4φ+ 6𝑘6𝑧 cos2φ− 12𝑘4𝑚2
1𝑥

2𝑧 cos4φ+

+12𝑘4𝑚2
1𝑥

2𝑧 cos2φ+ 44𝑘4𝑚2
1𝑥𝑧 cos

4φ− 44𝑘4𝑚2
1𝑥𝑧 cos

2φ−

−6𝑘4𝑚2
1𝑥 cos

4φ+ 6𝑘4𝑚2
1𝑥 cos

2φ− 20𝑘4𝑚2
1𝑧 cos

4φ+

+20𝑘4𝑚2
1𝑧 cos

2φ) + 𝐹1𝐹3(−48𝑘6𝑥2𝑧3 + 72𝑘6𝑥𝑧2 − 24𝑘6𝑧+

+48𝑘4𝑚2
1𝑥

2𝑧 − 24𝑘4𝑚2
1𝑥),

(3.56)

𝐴2,Ξ = (4𝑥4𝑧7 cos4φ𝑘10 − 12𝑥3𝑧6 cos4φ𝑘10 + 12𝑥2𝑧5 cos4φ𝑘10−

−4𝑥𝑧4 cos4φ𝑘10 − 4𝑥4𝑧7 cos2φ𝑘10 + 12𝑥3𝑧6 cos2φ𝑘10−

−12𝑥2𝑧5 cos2φ𝑘10 + 4𝑥𝑧4 cos2φ𝑘10 + 16𝑥4𝑧5 cos6φ𝑚2
1𝑘

8−

−48𝑥3𝑧5 cos6φ𝑚2
1𝑘

8 + 32𝑥2𝑧5 cos6φ𝑚2
1𝑘

8−

−32𝑥3𝑧4 cos6φ𝑚2
1𝑘

8 + 96𝑥2𝑧4 cos6φ𝑚2
1𝑘

8−

−64𝑥𝑧4 cos6φ𝑚2
1𝑘

8 + 16𝑥2𝑧3 cos6φ𝑚2
1𝑘

8 − 48𝑥𝑧3 cos6φ𝑚2
1𝑘

8+

+32𝑧3 cos6φ𝑚2
1𝑘

8 − 20𝑥4𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 40𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

8−

−24𝑥2𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 44𝑥3𝑧4 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 72𝑥2𝑧4 cos4φ𝑚2
1𝑘

8+

+40𝑥𝑧4 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 − 28𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 32𝑥𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

8−

−16𝑧3 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 4𝑥𝑧2 cos4φ𝑚2
1𝑘

8 + 4𝑥4𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+8𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 8𝑥2𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

8−

−12𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 24𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+24𝑥𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 12𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+16𝑥𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 16𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

8−

−4𝑥𝑧2 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 16𝑥4𝑧3 cos6φ𝑚4
1𝑘

6−

−80𝑥3𝑧3 cos6φ𝑚4
1𝑘

6 + 128𝑥2𝑧3 cos6φ𝑚4
1𝑘

6−

(3.57)
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−64𝑥𝑧3 cos6φ𝑚4
1𝑘

6 − 16𝑥2𝑧2 cos6φ𝑚4
1𝑘

6 + 16𝑥𝑧2 cos6φ𝑚4
1𝑘

6−

−20𝑥4𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 96𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 − 144𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

6+

+64𝑥𝑧3 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 − 4𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 − 8𝑥2𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

6+

+8𝑥𝑧2 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 8𝑥2𝑧 cos4φ𝑚4
1𝑘

6 + 4𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6−

−16𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 16𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 4𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6+

+24𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 − 24𝑥𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 − 8𝑥2𝑧 cos2φ𝑚4
1𝑘

6+

+4𝑥3 cos4φ𝑚6
1𝑘

4 + 4𝑥4𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

4 − 8𝑥3𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

4+

+8𝑥2𝑧 cos4φ𝑚6
1𝑘

4 − 4𝑥3 cos2φ𝑚6
1𝑘

4 − 4𝑥4𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

4+

+8𝑥3𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

4 − 8𝑥2𝑧 cos2φ𝑚6
1𝑘

4)𝐹 2
3+

+𝐹3𝐹1(16𝑥
4𝑧7𝑘10 − 48𝑥3𝑧6𝑘10 + 48𝑥2𝑧5𝑘10 − 16𝑥𝑧4𝑘10−

−48𝑥4𝑧5𝑚2
1𝑘

8 − 32𝑥3𝑧5𝑚2
1𝑘

8 + 48𝑥2𝑧5𝑚2
1𝑘

8+

+112𝑥3𝑧4𝑚2
1𝑘

8 + 64𝑥2𝑧4𝑚2
1𝑘

8 − 96𝑥𝑧4𝑚2
1𝑘

8−

−80𝑥2𝑧3𝑚2
1𝑘

8 − 32𝑥𝑧3𝑚2
1𝑘

8 + 48𝑧3𝑚2
1𝑘

8+

+16𝑥𝑧2𝑚2
1𝑘

8 + 64𝑥4𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 192𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+128𝑥2𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 192𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 512𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

8−

−320𝑥𝑧4 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 128𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 − 320𝑥𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

8+

+192𝑧3 cos2φ𝑚2
1𝑘

8 + 48𝑥4𝑧3𝑚4
1𝑘

6 + 64𝑥3𝑧3𝑚4
1𝑘

6−

−96𝑥2𝑧3𝑚4
1𝑘

6 − 80𝑥3𝑧2𝑚4
1𝑘

6 − 64𝑥2𝑧2𝑚4
1𝑘

6 + 96𝑥𝑧2𝑚4
1𝑘

6−

−64𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 320𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 − 576𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6+

+512𝑥𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 − 192𝑧3 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 64𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6−

−192𝑥2𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 128𝑥𝑧2 cos2φ𝑚4
1𝑘

6 + 32𝑥2𝑧𝑚4
1𝑘

6+

+16𝑥3𝑚6
1𝑘

4 − 16𝑥4𝑧𝑚6
1𝑘

4 − 32𝑥3𝑧𝑚6
1𝑘

4 + 48𝑥2𝑧𝑚6
1𝑘

4),

𝐴3,Ξ = 𝐹 2
3 (−16𝑥5𝑧9 cos6φ𝑚2

1𝑘
12 + 16𝑥4𝑧9 cos6φ𝑚2

1𝑘
12+

+64𝑥4𝑧8 cos6φ𝑚2
1𝑘

12 − 64𝑥3𝑧8 cos6φ𝑚2
1𝑘

12−

−96𝑥3𝑧7 cos6φ𝑚2
1𝑘

12 + 96𝑥2𝑧7 cos6φ𝑚2
1𝑘

12+

(3.58)
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+64𝑥2𝑧6 cos6φ𝑚2
1𝑘

12 − 64𝑥𝑧6 cos6φ𝑚2
1𝑘

12 − 16𝑥𝑧5 cos6φ𝑚2
1𝑘

12+

+16𝑧5 cos6φ𝑚2
1𝑘

12 + 32𝑥5𝑧9 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 − 32𝑥4𝑧9 cos4φ𝑚2
1𝑘

12−

−128𝑥4𝑧8 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 128𝑥3𝑧8 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 192𝑥3𝑧7 cos4φ𝑚2
1𝑘

12−

−192𝑥2𝑧7 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 − 128𝑥2𝑧6 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 + 128𝑥𝑧6 cos4φ𝑚2
1𝑘

12+

+32𝑥𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 − 32𝑧5 cos4φ𝑚2
1𝑘

12 − 16𝑥5𝑧9 cos2φ𝑚2
1𝑘

12+

+16𝑥4𝑧9 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 64𝑥4𝑧8 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 64𝑥3𝑧8 cos2φ𝑚2
1𝑘

12−

−96𝑥3𝑧7 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 96𝑥2𝑧7 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 64𝑥2𝑧6 cos2φ𝑚2
1𝑘

12−

−64𝑥𝑧6 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 16𝑥𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 16𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12+

+192𝑥5𝑧7 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 − 576𝑥4𝑧7 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 + 576𝑥3𝑧7 cos8φ𝑚4
1𝑘

10−

−192𝑥2𝑧7 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 − 384𝑥4𝑧6 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 + 1152𝑥3𝑧6 cos8φ𝑚4
1𝑘

10−

−1152𝑥2𝑧6 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 + 384𝑥𝑧6 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 + 192𝑥3𝑧5 cos8φ𝑚4
1𝑘

10−

−576𝑥2𝑧5 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 + 576𝑥𝑧5 cos8φ𝑚4
1𝑘

10 − 192𝑧5 cos8φ𝑚4
1𝑘

10−

−432𝑥5𝑧7 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 + 1296𝑥4𝑧7 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 − 1248𝑥3𝑧7 cos6φ𝑚4
1𝑘

10+

+384𝑥2𝑧7 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 + 816𝑥4𝑧6 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 − 2544𝑥3𝑧6 cos6φ𝑚4
1𝑘

10+

+2496𝑥2𝑧6 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 − 768𝑥𝑧6 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 − 336𝑥3𝑧5 cos6φ𝑚4
1𝑘

10

++ 1200𝑥2𝑧5 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 − 1248𝑥𝑧5 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 + 384𝑧5 cos6φ𝑚4
1𝑘

10−

−48𝑥2𝑧4 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 + 48𝑥𝑧4 cos6φ𝑚4
1𝑘

10 + 288𝑥5𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−864𝑥4𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 768𝑥3𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 192𝑥2𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−480𝑥4𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 1632𝑥3𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 1536𝑥2𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+384𝑥𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 96𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 672𝑥2𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+768𝑥𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 192𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 96𝑥2𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−96𝑥𝑧4 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 48𝑥5𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 144𝑥4𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−96𝑥3𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 48𝑥4𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 240𝑥3𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10+

+192𝑥2𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 48𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 48𝑥2𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−96𝑥𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 48𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 48𝑥𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−
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−64𝑥5𝑧5 cos8φ𝑚6
1𝑘

8 + 64𝑥4𝑧5 cos8φ𝑚6
1𝑘

8 + 192𝑥3𝑧5 cos8φ𝑚6
1𝑘

8−

−320𝑥2𝑧5 cos8φ𝑚6
1𝑘

8 + 128𝑥𝑧5 cos8φ𝑚6
1𝑘

8 + 192𝑥4𝑧4 cos8φ𝑚6
1𝑘

8−

−576𝑥3𝑧4 cos8φ𝑚6
1𝑘

8 + 576𝑥2𝑧4 cos8φ𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥𝑧4 cos8φ𝑚6
1𝑘

8+

+272𝑥5𝑧5 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 − 464𝑥4𝑧5 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥3𝑧5 cos6φ𝑚6
1𝑘

8+

+640𝑥2𝑧5 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 − 256𝑥𝑧5 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 − 480𝑥4𝑧4 cos6φ𝑚6
1𝑘

8+

+1440𝑥3𝑧4 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 − 1344𝑥2𝑧4 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 + 384𝑥𝑧4 cos6φ𝑚6
1𝑘

8−

−48𝑥3𝑧3 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 + 48𝑥2𝑧3 cos6φ𝑚6
1𝑘

8 − 352𝑥5𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+736𝑥4𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 320𝑥2𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+128𝑥𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 384𝑥4𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 1152𝑥3𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+960𝑥2𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 96𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚6
1𝑘

8−

−96𝑥2𝑧3 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 144𝑥5𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 336𝑥4𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8+

+192𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 96𝑥4𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 288𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−192𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 48𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 48𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−80𝑥5𝑧3 cos6φ𝑚8
1𝑘

6 + 176𝑥4𝑧3 cos6φ𝑚8
1𝑘

6 − 96𝑥3𝑧3 cos6φ𝑚8
1𝑘

6−

−16𝑥4𝑧2 cos6φ𝑚8
1𝑘

6 + 16𝑥3𝑧2 cos6φ𝑚8
1𝑘

6 + 160𝑥5𝑧3 cos4φ𝑚8
1𝑘

6−

−352𝑥4𝑧3 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 + 192𝑥3𝑧3 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 + 32𝑥4𝑧2 cos4φ𝑚8
1𝑘

6−

−32𝑥3𝑧2 cos4φ𝑚8
1𝑘

6 − 80𝑥5𝑧3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 176𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6−

−96𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 − 16𝑥4𝑧2 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 16𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚8
1𝑘

6)+

+𝐹1𝐹3(64𝑥
5𝑧9𝑚2

1𝑘
12 − 64𝑥4𝑧9𝑚2

1𝑘
12 − 256𝑥4𝑧8𝑚2

1𝑘
12 + 256𝑥3𝑧8𝑚2

1𝑘
12+

+384𝑥3𝑧7𝑚2
1𝑘

12 − 384𝑥2𝑧7𝑚2
1𝑘

12 − 256𝑥2𝑧6𝑚2
1𝑘

12 + 256𝑥𝑧6𝑚2
1𝑘

12+

+64𝑥𝑧5𝑚2
1𝑘

12 − 64𝑧5𝑚2
1𝑘

12 − 64𝑥5𝑧9 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 64𝑥4𝑧9 cos2φ𝑚2
1𝑘

12+

+256𝑥4𝑧8 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 256𝑥3𝑧8 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 384𝑥3𝑧7 cos2φ𝑚2
1𝑘

12+

+384𝑥2𝑧7 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 256𝑥2𝑧6 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 256𝑥𝑧6 cos2φ𝑚2
1𝑘

12−

−64𝑥𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 + 64𝑧5 cos2φ𝑚2
1𝑘

12 − 192𝑥5𝑧7𝑚4
1𝑘

10 + 192𝑥4𝑧7𝑚4
1𝑘

10+
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+576𝑥4𝑧6𝑚4
1𝑘

10 − 576𝑥3𝑧6𝑚4
1𝑘

10−

−576𝑥3𝑧5𝑚4
1𝑘

10 + 576𝑥2𝑧5𝑚4
1𝑘

10 + 192𝑥2𝑧4𝑚4
1𝑘

10−

−192𝑥𝑧4𝑚4
1𝑘

10 + 768𝑥5𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 2304𝑥4𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+2304𝑥3𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 768𝑥2𝑧7 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 1536𝑥4𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+4608𝑥3𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 4608𝑥2𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 1536𝑥𝑧6 cos4φ𝑚4
1𝑘

10+

+768𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 2304𝑥2𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 + 2304𝑥𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10−

−768𝑧5 cos4φ𝑚4
1𝑘

10 − 576𝑥5𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 2112𝑥4𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−2304𝑥3𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 768𝑥2𝑧7 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 960𝑥4𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−4032𝑥3𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 4608𝑥2𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 1536𝑥𝑧6 cos2φ𝑚4
1𝑘

10−

−192𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 1728𝑥2𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 2304𝑥𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10+

+768𝑧5 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 − 192𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10 + 192𝑥𝑧4 cos2φ𝑚4
1𝑘

10+

+192𝑥5𝑧5𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥4𝑧5𝑚6
1𝑘

8 − 384𝑥4𝑧4𝑚6
1𝑘

8+

+384𝑥3𝑧4𝑚6
1𝑘

8 − 768𝑥5𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+2304𝑥4𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 2304𝑥3𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 768𝑥2𝑧5 cos4φ𝑚6
1𝑘

8+

+768𝑥4𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 − 2304𝑥3𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 2304𝑥2𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8−

−768𝑥𝑧4 cos4φ𝑚6
1𝑘

8 + 192𝑥3𝑧3𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥2𝑧3𝑚6
1𝑘

8 + 576𝑥5𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−2112𝑥4𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 2304𝑥3𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 768𝑥2𝑧5 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−384𝑥4𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 1920𝑥3𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 2304𝑥2𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8+

+768𝑥𝑧4 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 − 192𝑥3𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8 + 192𝑥2𝑧3 cos2φ𝑚6
1𝑘

8−

−64𝑥5𝑧3𝑚8
1𝑘

6 + 64𝑥4𝑧3𝑚8
1𝑘

6 + 64𝑥4𝑧2𝑚8
1𝑘

6 − 64𝑥3𝑧2𝑚8
1𝑘

6 + 64𝑥5𝑧3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6−

−64𝑥4𝑧3 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 − 64𝑥4𝑧2 cos2φ𝑚8
1𝑘

6 + 64𝑥3𝑧2 cos2φ𝑚8
1𝑘

6).

Для численного расчета поправок мы используем современную парамет

ризацию формфакторов дейтрона [95]. Численные значения радиационных

поправок в лептонную линию к двухфотонным обменным амплитудам порядка

α(𝑍α)5 в сверхтонкой структуре атома мюонного дейтерия с учетом эффектов

отдачи равны: Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
Σ = 0.0015(0.0014) мэВ, Δ𝐸ℎ𝑓𝑠

Ξ = −0.0012(−0.0011) мэВ,
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Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
Λ = −0.0039(−0.0042) мэВ. В круглых скобках указаны значения попра

вок без учета эффектов отдачи.
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Заключение

В данной работе на основе квазипотенциального подхода были вычислены

КЭД поправки, поправки на структуру ядра и отдачу порядка α5 и α6 в сверх

тонкой структуре 1𝑆, 2𝑆 и 2𝑃 состояний атома мюонного дейтерия а также

радиационные поправки к двухфотонным обменным диаграммам в лэмбовском

сдвиге атома мюонного дейтерия. Основные результаты работы состоят в сле

дующем:

1. В сверхтонкой структуре S-состояний мюонного дейтерия вычислены

поправки порядка α5 и α6. Мы учитываем однопетлевую и двухпет

левую электронную поляризацию вакуума и однопетлевую мюонную

поляризацию вакуума в первом, втором и третьем порядках теории воз

мущений. Учтены также поправки на структуру ядра к двухфотонным

обменным диаграммам с учетом отдачи и поправки на структуру ядра

в однофотонном взаимодействии в первом и втором порядках теории

возмущений. В отличие от более ранних исследований энергетическо

го спектра мюонного дейтерия в наших вычислениях мы используем

трехмерный квазипотенциальный метод. Численные значения рассчи

танных нами поправок представлены в таблице 1.

2. В сверхтонкой структуре P-состояний мюонного дейтерия вычислены

поправки на поляризацию вакуума и квадрупольное взаимодействие.

Поправки на электронную и мюонную поляризацию вакуума порядка

α5 и α6 представлены в виде суммы поправок соответствующего поряд

ка в первом, втором и третьем порядках теории возмущений. Впервые

была вычислена поправка на поляризацию вакуума в квадрупольном

взаимодействии. Учтено большое число новых поправок, по сравнению

с предыдущими вычислениями сверхтонкой структуры 2P-состояния

мюонного дейтерия. Результаты расчета поправок представлены в таб

лицах 3, 4 и 5.
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3. Были рассчитаны радиационные поправки к двухфотонным обменным

амплитудам порядка α(𝑍α)5 в сверхтонкой структуре и лэмбовском

сдвиге атома мюонного дейтерия с учетом структуры ядра. При

вычислении поправок на структуру ядра мы используем технику

проекционных операторов, что позволяет сразу перейти к примене

нию различных систем аналитических вычислений. Для радиационных

фотонов была выбрана калибровка Фрида — Йенни, что позволило

получить конечные интегральные выражения для отдельных попра

вок. При численном расчете используется современная параметризация

формфакторов дейтрона. Численные значения поправок представлены

в таблицах 6 и 7.

4. Исследована сверхтонкая структура основного состояния мезомоле

кулярных ионов водорода на основе стохастического вариационного

метода. Базисные функции выбраны в гауссовой форме, что позволило

получить аналитические выражения для матричных элементов гамиль

тониана. Для численного расчета с использованием стохастического

вариационного метода была написана программа на языке MATLAB.

Получены численные результаты для энергии основного состояния,

сверхтонкой структуры, поправок на поляризацию вакуума, реляти

визм и структуру ядра мезомолекулярных ионов 𝑝𝑑µ, 𝑡𝑝µ, 𝑡𝑑µ.

Полученные в данной работе численные значения для сверхтонких рас

щеплений 1𝑆, 2𝑆 и 2𝑃 состояний в атоме мюонного дейтерия являются

надежной оценкой для анализа и сравнения с экспериментальными данными

коллаборации CREMA.
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Приложение А

Релятивистские поправки в сверхтонкой структуре S- и P-состояний

Так как для описания связанного состояния мы используем квазипотен

циальное уравнение Логунова — Тавхелидзе в нерелятивистском приближении,

необходимо учесть релятивистские поправки в сверхтонкой структуре атома

мюонного дейтерия. Для вычисления релятивистских поправок воспользуемся

теорией Дирака. Гамильтониан Дирака для частицы в центрально-симметрич

ном поле имеет вид:

𝐻 = 𝑐α(𝑃 − 𝑒

𝑐
𝐴) + β𝑚0𝑐

2 + 𝑒Φ. (А.1)

Член взаимодействия, дающий поправку в сверхтонкую структуру, учитывая

𝑐 = 1, 𝑒 = −𝑒0, равен:

Δ𝐻ℎ𝑓𝑠 = 𝑒0α𝐴. (А.2)

Рассмотрим ВП атом, состоящий из ядра и мюона. Обозначим 𝑗 = 𝐿 + 𝑆 пол

ный момент импульса мюона, а 𝐹 = 𝑗 + 𝐼 - полный момент импульса системы

мюон-ядро, где 𝐼-спин ядра. Волновая функция атома тогда имеет вид [83]:

Ψ𝐹
𝑚 =

∑︁
µ

𝐶(𝐼𝑗𝐹 ;𝑚− µ,µ)Φ𝐼
𝑚−µΨµ𝑗 , (А.3)

где 𝑚 — проекция полного момента на ось z, µ — проекция полного момента

мюона на ось z, 𝐶(𝐼𝑗𝐹 ;𝑚−µ,µ) — коэффициент Клебша — Гордана сложения

моментов 𝐼 и 𝑗. Преобразуем гамильтониан, учитывая формулу для векторно

го потенциала ядра:

Δ𝐻ℎ𝑓𝑠 = 𝑒0α𝐴 = 𝑒0α
[µ× 𝑟]

𝑟3
= 𝑒0µ

[𝑟 × α]
𝑟3

, (А.4)
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где µ = 𝑔𝑁µ𝑁𝐼 — магнитный момент ядра, µ𝑁 — ядерный магнетон, 𝑔𝑁 —

гиромагнитный фактор. В первом порядке теории возмущений необходимо вы

числить следующий матричный элемент [83]:

Δ𝐸 =
⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒
Δ𝐻ℎ𝑓𝑠

⃒⃒
𝑗𝐼𝐹

⟩︀
= 𝑒0𝑔𝑁µ𝑁

∑︁
µµ′

𝐶(𝑗′𝐼𝐹 ;µ′,𝑚− µ′)×

×𝐶(𝑗𝐼𝐹 ;µ,𝑚− µ) < 𝐼𝑚− µ|𝐼|𝐼𝑚− µ′ >< 𝑗µ| [𝑟 × α]
𝑟3

|𝑗µ′ > .

(А.5)

Для вычисления данного матричного элемента рассмотрим вначале более

общий случай, когда вместо конкретных выражений имеется скалярное произве

дение (𝑇 1 · 𝑇 2) =
∑︀

𝑞(−1)𝑞𝑇 1
𝑞 𝑇

2
−𝑞 двух некоторых произвольных неприводимых

тензорных оператора ранга 1. В этом случае матричный элемент имеет вид

[149]: ⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒
(𝑇 1 · 𝑇 2)

⃒⃒
𝑗𝐼𝐹

⟩︀
=
∑︁
𝑞µµ′

(−1)𝑞𝐶(𝑗′𝐼𝐹 ;µ′,𝑚− µ′)×

×𝐶(𝑗𝐼𝐹 ;µ,𝑚− µ)
⟨︀
𝑗′µ′

⃒⃒
𝑇 1
𝑞

⃒⃒
𝑗µ
⟩︀ ⟨︀

𝐼𝑚− µ′
⃒⃒
𝑇 2
−𝑞

⃒⃒
𝐼𝑚− µ

⟩︀
.

(А.6)

Для дальнейших расчетов необходима теорема Эккарта — Вигнера [63]:

⟨𝑗′𝑚′ |𝑇𝑞
κ | 𝑗𝑚⟩ = (−1)κ

⟨𝑗′ ‖𝑇 κ ‖ 𝑗⟩√
2𝐽 ′ + 1

𝐶(𝑗κ𝑗′;−𝑚,𝑞,𝑚′), (А.7)

где 𝑇𝑞
κ — неприводимый тензорный оператор ранга κ, ⟨𝑗′ ‖𝑇 κ ‖ 𝑗⟩ — приведен

ный матричный элемент, 𝐶(𝑗κ𝑗′;−𝑚,𝑞,𝑚′) — коэффициент Клебша — Гордана.

В результате из формулы (А.6) получим:⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒
(𝑇 1 · 𝑇 2)

⃒⃒
𝑗𝐼𝐹

⟩︀
=
∑︁
𝑞µµ′

(−1)𝑞𝐶(𝑗′𝐼𝐹 ;µ′,𝑚− µ′)×

×𝐶(𝑗𝐼𝐹 ;µ,𝑚− µ)𝐶(𝑗1𝑗′;µ,𝑞,µ′)√︀
(2𝐽 ′ + 1)

𝐶(𝐼1𝐼;𝑚− µ,− 𝑞,𝑚− µ′)√︀
(2𝐼 + 1)

×

×
⟨︀
𝑗′
⃦⃦
𝑇 1
⃦⃦
𝑗
⟩︀ ⟨︀

𝐼
⃦⃦
𝑇 2
⃦⃦
𝐼
⟩︀
.

(А.8)

Далее необходимо принять в внимание соотношение [83]:

𝐶(𝑗1𝑗′;µ,µ′ − µ)𝐶(𝑗′𝐼𝐹 ;µ′,𝑚− µ′) =
√︀

2𝑓 + 1
√
2𝐽 ′ + 1×

×
∑︁
𝑓

𝑊 (𝑗1𝐹𝐼; 𝑗′𝑓)𝐶(1𝐼𝑓 ;µ′ − µ,𝑚− µ′)𝐶(𝑗𝑓𝐹 ;µ,𝑚− µ). (А.9)
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Полагая 𝑞 = µ′ − µ и принимая во внимание данное соотношение, получим:⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒
(𝑇 1 · 𝑇 2)

⃒⃒
𝑗𝐼𝐹

⟩︀
=
∑︁
µµ′𝑓

(−1)µ
′−µ

√
2𝑓 + 1√
2𝐼 + 1

𝐶(𝑗𝐼𝐹 ;µ,𝑚− µ)×

×𝐶(𝐼1𝐼;𝑚− µ,µ− µ′)𝐶(1𝐼𝑓 ;µ′ − µ,𝑚− µ′)𝐶(𝑗𝑓𝐹 ;µ,𝑚− µ)×

×𝑊 (𝑗1𝐹𝐼; 𝑗′𝑓)
⟨︀
𝑗′
⃦⃦
𝑇 1
⃦⃦
𝑗
⟩︀ ⟨︀

𝐼
⃦⃦
𝑇 2
⃦⃦
𝐼
⟩︀
.

(А.10)

Из нормировки и симметрии коэффициентов Клебша — Гордана имеем следу

ющее соотношение:∑︁
µ′

(−1)µ
′−µ𝐶(𝐼1𝐼;𝑚− µ,µ− µ′)𝐶(1𝐼𝑓 ;µ′ − µ,𝑚− µ′) = (−1)1δ𝐼𝑓 . (А.11)

Дельта — функция δ𝐼𝑓 снимает сумму по 𝑓 в исходном выражении, а оставшая

ся сумма по µ равна единице. Коэффициент W-Рака представим в следующем

виде:

𝑊 (𝑗1𝐹𝐼; 𝑗′𝐼) = (−1)−1−𝐹+𝐼+𝐽 ′
𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹1). (А.12)

В итоге получаем общую формулу для матричного элемента от скалярного про

изведения двух неприводимых тензорных операторов ранга 1 [83; 149]:⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒
(𝑇 1 · 𝑇 2)

⃒⃒
𝑗𝐼𝐹

⟩︀
= (−1)𝐼+𝐽 ′−𝐹𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹1)

⟨︀
𝑗′
⃦⃦
𝑇 1
⃦⃦
𝑗
⟩︀
×

×
⟨︀
𝐼
⃦⃦
𝑇 2
⃦⃦
𝐼
⟩︀
.

(А.13)

Применяя данную формулу к матричному элементу от гамильтониана (А.2),

получаем:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 = 𝑒0𝑔𝑁µ𝑁(−1)𝐼+𝐽 ′−𝐹𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹1) ⟨𝐼 ‖ 𝐼 ‖ 𝐼⟩×

×
⟨
𝑗′
⃦⃦⃦⃦
[𝑟 × α]

𝑟3

⃦⃦⃦⃦
𝑗

⟩
.

(А.14)

Формула (А.14) является общей формулой для расчета релятивистских попра

вок и справедлива для S и P состояний, причем как для диагональных, так и

для недиагональных матричных элементов. Для расчета также важны форму

лы для вычисления приведенных матричных элементов:

⟨𝐼 ‖ 𝐼 ‖ 𝐼⟩ = ⟨𝐼𝑚 | 𝐼𝑧 | 𝐼𝑚⟩⎛⎝ 𝐼 1 𝐼

−𝑚 0 𝑚

⎞⎠(−1)𝐼−𝑚, (А.15)
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⎛⎝ 𝐼 1 𝐼

−𝑚 0 𝑚

⎞⎠ = (−1)𝐼−𝑚 𝑚√︀
(2𝐼 + 1)(𝐼 + 1)𝐼

, ⟨𝐼𝑚 | 𝐼𝑧 | 𝐼𝑚⟩ = 𝑚. (А.16)

Отсюда:

⟨𝐼 ‖ 𝐼 ‖ 𝐼⟩ =
√︀

(2𝐼 + 1)(𝐼 + 1)𝐼. (А.17)

Для второго приведенного матричного элемента аналогично получаем:⟨
𝑗′
⃦⃦⃦⃦
[𝑟 × α]

𝑟3

⃦⃦⃦⃦
𝑗

⟩
=

⟨
𝑗′µ
⃒⃒⃒
[𝑟×α]
𝑟3 𝑧

⃒⃒⃒
𝑗µ
⟩

⎛⎝ 𝑗 1 𝑗′

−µ 0 µ

⎞⎠ (−1)𝑗
′−µ =

=

⟨
𝑗′µ
⃒⃒⃒
[𝑟×α]
𝑟3 𝑧

⃒⃒⃒
𝑗µ
⟩√︀

(2𝐽 ′ + 1)(𝐽 ′ + 1)𝐽 ′

µ
.

(А.18)

В результате формула (А.14) перейдет в формулу:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 = 𝑒0𝑔𝑁µ𝑁(−1)𝐼+𝐽 ′−𝐹

√︀
(2𝐼 + 1)(𝐼 + 1)𝐼

√︀
(2𝐽 ′ + 1)×

×
√︀

(𝐽 ′ + 1)𝐽 ′ ×𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹1)

⟨
𝑗′µ

⃒⃒⃒⃒
[𝑟 × α]

𝑟3 𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑗µ

⟩
µ−1.

(А.19)

В случае диагонального матричного элемента 𝑗 = 𝑗′ и коэффициент W-Рака

имеет вид [110]:

𝑊 (𝐼𝑗𝐼𝑗;𝐹1) = (−1)𝐼+𝐽+𝐹+1 𝐼(𝐼 + 1) + 𝐽(𝐽 + 1)− 𝐹 (𝐹 + 1)

2
√︀
𝐼(𝐼 + 1)𝐽(𝐽 + 1)(2𝐼 + 1)(2𝐽 + 1)

. (А.20)

Подставляя (А.20) в (А.19) и замечая (−1)2𝐼+2𝐽+1 = −1, получаем для диаго

нального матричного элемента:

Δ𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 = 𝑒0𝑔𝑁µ𝑁

1

2
[𝐹 (𝐹 + 1)− 𝐽(𝐽 + 1)− 𝐼(𝐼 + 1)]×

×
⟨
𝑗µ

⃒⃒⃒⃒
[𝑟 × α]

𝑟3 𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑗µ

⟩
µ−1.

(А.21)

Представим
⟨
𝑗µ
⃒⃒⃒
[𝑟×α]
𝑟3 𝑧

⃒⃒⃒
𝑗µ
⟩

в виде:⟨
𝑗µ

⃒⃒⃒⃒
[𝑟 × α]

𝑟3 𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑗µ

⟩
= −𝑖𝐴𝑘𝑘𝑅𝑘𝑘. (А.22)

Радиальный интеграл в случае диагонального элемента имеет вид:

𝑅𝑘𝑘 = 2

∫︁ ∞

0

𝑔𝑘𝑓𝑘. (А.23)



132

Угловая часть имеет вид:

− 𝑖𝐴𝑘𝑘 =
4𝑘µ

4𝑘2 − 1
. (А.24)

Радиальные интегралы вычисляются при помощи явного вида радиальных вол

новых функций. Для S- и P-состояний они имеют следующий вид [150]:

𝑔𝑠1 = 𝑟γ1−1(
2α𝑚1

𝑁1
)γ1+

1
2

√︃
𝑒1 + 1

2Γ(2γ1 + 1)
𝑒−

α𝑚1𝑟
𝑁1 , (А.25)

𝑓𝑠1 = −
√︂

1− 𝑒1
𝑒1 + 1

𝑔𝑠1, (А.26)

𝑔𝑠2 =

(︂
2α𝑚1

𝑁2

)︂γ1+ 1
2

√︃
(𝑒2 + 1)(2γ1 + 1)

4(𝑁2 − 1)𝑁2Γ(2γ1 + 1)
𝑒−

α𝑚1𝑟
𝑁2 𝑟γ1−1×

×
(︂
−2𝑟α𝑚1(𝑁2 + 1)

(2γ1 + 1)𝑁2
+𝑁2

)︂
,

(А.27)

𝑓𝑠2 = −
√︂

1− 𝑒2
𝑒2 + 1

(2γ1 + 1)(𝑁2 + 2)𝑁2 − 2α𝑚1(𝑁2 + 1)𝑟

(2γ1 + 1)𝑁 2
2 − 2α𝑚1(𝑁2 + 1)𝑟

𝑔𝑠2, (А.28)

𝑔𝑝12 =

(︂
2α𝑚1

𝑁2

)︂γ1+ 1
2

√︃
(𝑒2 + 1)(2γ1 + 1)

4(𝑁2 − 1)𝑁2Γ(2γ1 + 1)
𝑒−

α𝑚1𝑟
𝑁2 𝑟γ1−1×

×
(︂
−2𝑟α𝑚1(𝑁2 − 1)

(2γ1 + 1)𝑁2
+𝑁2 − 2

)︂
,

(А.29)

𝑓𝑝12 = −
√︂

1− 𝑒2
𝑒2 + 1

(2γ1 + 1)𝑁 2
2 − 2α𝑚1(𝑁2 − 1)𝑟

(2γ1 + 1)(𝑁2 − 2)𝑁2 − 2α𝑚1(𝑁2 − 1)𝑟
𝑔12, (А.30)

𝑔𝑝32 = 𝑟γ2−1

√︃
𝑒3 + 1

2Γ(2γ2 + 1)

(︂
2α𝑚1

𝑁3

)︂γ2+ 1
2

𝑒−
α𝑚1𝑟
𝑁3 , (А.31)

𝑓𝑝32 = −
√︂

1− 𝑒3
𝑒3 + 1

𝑔32, (А.32)

где
γ𝑖 =

√︀
𝑖2 − α2, 𝑁1 = 1, 𝑁2 =

√︀
2(1 + γ1), 𝑁3 = 2,

𝑒1 = 𝑚1γ1, 𝑒2 =
1√︀

1 + (α/(1 + γ1))2
, 𝑒3 =

1√︀
1 + (α/γ2)2

.

После аналитического интегрирования по 𝑟 с использованием данных волновых

функций и разложения по степеням α для радиальных интегралов получим [83]:

𝑅−1(1𝑆1/2) = −2(𝑍α)3
(︂
1 +

3

2
(𝑍α)2

)︂
𝑚2

1, (А.33)
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𝑅−1(2𝑆1/2) = −(𝑍α)3

4

(︂
1 +

17

8
(𝑍α)2

)︂
𝑚2

1, (А.34)

𝑅1(2𝑃1/2) =
(𝑍α)3

12

(︂
1 +

47

24
(𝑍α)2

)︂
𝑚2

1, (А.35)

𝑅−2(2𝑃3/2) = −(𝑍α)3

24

(︂
1 +

7

24
(𝑍α)2

)︂
𝑚2

1. (А.36)

В итоге получим формулы для релятивистских поправок к диагональным мат

ричным элементам сверхтонкой структуры S- и P-состояний:

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 (1𝑆) =

2α6µ𝑑µ
3

𝑚1𝑚𝑝

𝑚3
1

µ3
3

2
× 1

3
[𝐹 (𝐹 + 1)− 𝐽(𝐽 + 1)− 𝐼(𝐼 + 1)], (А.37)

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 (2𝑆) =

α6µ𝑑µ
3

4𝑚1𝑚𝑝

𝑚3
1

µ3
17

8
× 1

3
[𝐹 (𝐹 + 1)− 𝐽(𝐽 + 1)− 𝐼(𝐼 + 1)], (А.38)

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 (2𝑃1/2) =

α6(1 + κ𝑑)µ
3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
47

9
× 1

2
[𝐹 (𝐹 + 1)− 𝐽(𝐽 + 1)− 𝐼(𝐼 + 1)], (А.39)

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 (2𝑃3/2) =

α6(1 + κ𝑑)µ
3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
7

45
× 1

2
[𝐹 (𝐹 + 1)− 𝐽(𝐽 + 1)− 𝐼(𝐼 + 1)]. (А.40)

При получении данных формул учтено, что 𝑒𝑔𝑁µ𝑁 = (1+κ𝑑)α
2𝑚2

= µ𝑑α
2𝑚𝑝

. Подставляя

соответствующие значения квантовых чисел получим релятивистские поправки

для сверхтонких расщеплений 1S и 2S уровней и конкретных уровней сверхтон

кой структуры 2P уровня атома мюонного дейтерия:

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 (1𝑆) =

3

2
(𝑍α)2Δ𝐸𝐹 (1𝑆) = 0.00393 мэВ, (А.41)

𝐸ℎ𝑓𝑠
𝑟𝑒𝑙 (2𝑆) =

17

8
(𝑍α)2Δ𝐸𝐹 (2𝑆) = 0.00070 мэВ, (А.42)

𝐹=1/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑟𝑒𝑙(2𝑃1/2) = −α
6(1 + κ𝑑)µ

3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
47

9
= −0.00017 мэВ, (А.43)

𝐹=3/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑟𝑒𝑙(2𝑃1/2) =
α6(1 + κ𝑑)µ

3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
47

18
= 0.00008 мэВ, (А.44)

𝐹=1/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑟𝑒𝑙(2𝑃3/2) = −α
6(1 + κ𝑑)µ

3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
7

18
= −0.00001 мэВ, (А.45)

𝐹=3/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑟𝑒𝑙(2𝑃3/2) = −α
6(1 + κ𝑑)µ

3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
7

45
= −5 · 10−6 мэВ, (А.46)

𝐹=5/2𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑟𝑒𝑙(2𝑃3/2) =
α6(1 + κ𝑑)µ

3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
7

30
= 8 · 10−6 мэВ. (А.47)
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Данные поправки имеют порядок α6. Для релятивистских поправок к S-состо

яниям мы опускаем фактор 𝑚3
1

µ3
, так как данная поправка на отдачу порядка α6

содержится в двухфотонных обменных диаграммах.

Отдельно необходимо рассмотреть релятивистские поправки в недиаго

нальных матричных элементах в сверхтонкой структуре P-состояний. Для их

вычисления мы используем формулу (А.14). Радиальный интеграл в данном

случае имеет вид:

𝑅𝑘𝑘 =

∫︁ ∞

0

(𝑔1/2𝑓3/2 + 𝑔3/2𝑓1/2). (А.48)

Угловая часть имеет вид:

− 𝑖𝐴𝑙 =
[(𝑙 + 1/2)2 − µ2]1/2

2𝑙 + 1
=

√
2

3
. (А.49)

Радиальный интеграл вычисляется с использованием явного вида радиальных

волновых функций (А.29)-(А.32). В результате получим следующие формулы

для релятивистских поправок в недиагональных матричных элементах:

𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑜𝑓𝑓−𝑑𝑖𝑎𝑔
𝑟𝑒𝑙,𝐹=1/2 = −α

6(1 + κ𝑑)µ
3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
3
√
2

32
= −0.0043 𝑚𝑒𝑉, (А.50)

𝐸ℎ𝑓𝑠,𝑜𝑓𝑓−𝑑𝑖𝑎𝑔
𝑟𝑒𝑙,𝐹=3/2 = −α

6(1 + κ𝑑)µ
3

48𝑚1𝑚2

𝑚3
1

µ3
3
√
5

32
= −0.0067 𝑚𝑒𝑉. (А.51)

Представленные выше аналитические выражения дают вклад порядка α6 в

сверхтонкую структуру S- и P-состояний атома мюонного дейтерия.
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Приложение Б

Тензорные операторы и теорема Вигнера — Эккарта

При расчете различных матричных элементов, возникающих в сверхтон

кой структуре S- и P-состояний ВП атомов, удобно использовать формализм

неприводимых тензорных операторов. Пусть T — конечномерное представление

группы G в пространстве 𝒱𝑛(K). Выберем базис 𝑒𝑖(𝑖 = 1, . . . , 𝑛) в пространстве

𝒱𝑛(K). Тогда каждому элементу 𝑔 ∈ 𝐺 в представлении T может быть сопо

ставлена матрица 𝑛 × 𝑛 с элементами 𝑇𝑖𝑗(𝑔) ∈ K:

𝑇 (𝑔) · 𝑒𝑖 = 𝑒𝑗𝑇𝑗𝑖(𝑔). (Б.1)

Если ρ — унитарное представление группы G в гильбертовом пространстве 𝒱 ,

то набор операторов
{︁
T̂

(𝑇 )
𝑖

}︁
(𝑖 = 1, . . . , 𝑛), действующих в пространстве 𝒱 ,

называется тензорным оператором группы G в представлении T при условии:

ρ(𝑔) · T̂(𝑇 )
𝑖 · ρ

(︀
𝑔−1
)︀
= 𝑇𝑖𝑗(𝑔)T̂

(𝑇 )
𝑗 , ∀𝑔 ∈ 𝐺. (Б.2)

Тензорный оператор
{︁
T̂

(𝑇 )
𝑖

}︁
называется неприводимым, если неприводимо пред

ставление T. Если G — группа Ли и 𝒜(𝐺) — алгебра Ли, то определение

тензорного оператора на уровне алгебры Ли имеет вид [151]:[︁
ρ(𝐴), T̂

(𝑇 )
𝑖

]︁
= 𝑇𝑖𝑗(𝐴)T̂

(𝑇 )
𝑗 , ∀𝐴 ∈ 𝒜(𝐺). (Б.3)

Рассмотрим неприводимый тензорный оператор
{︁
T̂𝑗

𝑚

}︁
(𝑚 = −𝑗, . . . , 𝑗 −

1, 𝑗) группы 𝑆𝑈(2) в представлении 𝑇 (𝑗). Для такого неприводимого тензорного

оператора можно записать следующие общие коммутационные соотношения:[︁
ρ(h), T̂𝑗

𝑚

]︁
= 𝑚T̂𝑗

𝑚,[︁
ρ (𝑒±) , T̂

𝑗
𝑚

]︁
=
√︀

(𝑗 ±𝑚+ 1)(𝑗 ∓𝑚)T̂𝑗
𝑚±1

, (Б.4)

где ρ — любое унитарное представление группы 𝑆𝑈(2), включающее в себя

все конечномерные представления 𝑇 (𝑗). На основе этих общих соотношений
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можно сформулировать часто используемое в квантовой механике определе

ние неприводимого тензорного оператора: неприводимый тензорный оператор{︁
T̂𝑗

𝑚

}︁
ранга j представляет собой совокупность (2𝑗+1) операторов, удовлетво

ряющих следующим коммутационным соотношениям с операторами углового

момента: [︁
𝐽𝑧, T̂

𝑗
𝑚

]︁
= 𝑚T̂𝑗

𝑚,[︁
𝐽±, T̂

𝑗
𝑚

]︁
=
√︀

𝑗(𝑗 + 1)−𝑚(𝑚± 1)T̂𝑗
𝑚±1.

(Б.5)

Скалярное произведение двух неприводимых тензорных операторов может

быть записано в следующем общем виде:

^T(1)
𝑗

𝑚 · ^T(2)
𝑗

𝑚 =

𝑗∑︁
𝑚=−𝑗

(−1)𝑚 ^T(1)
𝑗

𝑚
^T(2)

𝑗

−𝑚. (Б.6)

При вычислении матричных элементов от неприводимых тензорных операторов

удобно использовать теорему Вигнера — Эккарта:

⟨𝑛′𝑗′𝑚′ |𝑓𝑘𝑞|𝑛𝑗𝑚⟩ = (−1)𝑗max−𝑚′

⎛⎝ 𝑗′ 𝑘 𝑗

−𝑚′ 𝑞 𝑚

⎞⎠ ⟨𝑛′𝑗′ ‖𝑓𝑘‖𝑛𝑗⟩ , (Б.7)

где 𝑗max — наибольшее из чисел 𝑗 b 𝑗′, ⟨𝑛′𝑗′ ‖𝑓𝑘‖𝑛𝑗⟩ — приведенный матричный

элемент,

⎛⎝ 𝑗′ 𝑘 𝑗

−𝑚′ 𝑞 𝑚

⎞⎠ — 3j-символ. Данная теорема определяет зависимость

матричного элемента от проекций моментов и позволяет исключить эту за

висимость. Вычисление приведенных матричных элементов происходит через

повторное применение для них теоремы Вигнера — Эккарта. Так как приве

денные матричные элементы не содержат зависимости от проекций моментов и

компоненты неприводимого тензорного оператора, при применении к ним тео

ремы Вигнера — Эккарта мы можем положить q и 𝑚, 𝑚′ любыми в пределах

разрешенных значений. Выбор q и 𝑚, 𝑚′ обусловлен, как правило, простотой

вычисления матричного элемента. Обратимся теперь к коэффициентам, воз

никающим при сложении угловых моментов в квантовой механике, и дадим

определение 3j- и 6j-символам.

Для усреднения различных выражений, содержащих операторы момента

импульса, используются различные соотношения, возникающие при сложении
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двух и трех моментов импульса в квантовой механике. Рассмотрим вначале

сложение двух моментов импульса 𝑗1 и 𝑗2. Волновая функция системы с сум

марным импульсом 𝑗 = 𝑗1 + 𝑗2 выражается через волновые функции ψ(1)
𝑗1𝑚1

и

ψ
(2)
𝑗2𝑚2

следующим образом:

ψ𝑗𝑚 =
∑︁
𝑚1𝑚2

𝐶(𝑗1𝑚1,𝑗2𝑚2; 𝑗𝑚)ψ
(1)
𝑗1𝑚1

ψ
(2)
𝑗2𝑚2

, 𝑚2 = 𝑚−𝑚1, (Б.8)

где 𝐶(𝑗1𝑚1,𝑗2𝑚2; 𝑗𝑚) — коэффициент Клебша — Гордана. Данный коэффици

ент может быть также выражен через 3j-символы следующим образом:

𝐶(𝑗1𝑚1,𝑗2𝑚2; 𝑗𝑚) = (−1)𝑗1−𝑗2+𝑚
√︀

2𝑗 + 1

⎛⎝ 𝑗1 𝑗3 𝑗

𝑚1 𝑚2 −𝑚

⎞⎠ . (Б.9)

Коэффициенты Клебша — Гордана определяют преобразование от полной орто

нормированной системы (2𝑗1+1)(2𝑗2+1) волновых функций состояний |𝑚1𝑚2 >

к системе волновых функций |𝑗𝑚 > при определенных значениях 𝑗1, 𝑗2. Коэф

фициенты Клебша — Гордана удовлетворяют соотношениям ортогональности

в силу унитарности преобразования:∑︁
𝑚1,𝑚2

𝐶(𝑗1𝑚1,𝑗2𝑚2; 𝑗𝑚)𝐶(𝑗1𝑚1,𝑗2𝑚2; 𝑗
′𝑚′) =

= (2𝑗 + 1)
∑︁
𝑚1,𝑚3

⎛⎝ 𝑗1 𝑗2 𝑗

𝑚1𝑚2 −𝑚

⎞⎠⎛⎝ 𝑗1 𝑗2 𝑗′

𝑚1 𝑚2 −𝑚′

⎞⎠ = δ𝑗𝑗′δ𝑚𝑚′,

(Б.10)

∑︁
𝑗

𝐶(𝑗1𝑚1,𝑗2𝑚2; 𝑗𝑚)𝐶(𝑗1𝑚
′
1,𝑗2𝑚

′
2; 𝑗𝑚) =

=
∑︁
𝑗

(2𝑗 + 1)

⎛⎝ 𝑗1 𝑗2 𝑗

𝑚1 𝑚2 −𝑚

⎞⎠⎛⎝ 𝑗′ 𝑗2 𝑗

𝑚1 𝑚′
2 −𝑚

⎞⎠ = δ𝑚1𝑚′
1
δ𝑚2𝑚′

2
.

(Б.11)

Рассмотрим далее сложение трех моментов 𝑗1, 𝑗2 и 𝑗3 в 𝑗. Переход от одной

схемы сложения моментов к другой определяется следующим соотношением:

ψ𝑗23𝐽𝑀 =
∑︁
𝑗12

⟨𝑗12|𝑗23⟩Ψ𝑗12𝐽𝑀 , (Б.12)

где

⟨𝑗12|𝑗23⟩ = (−1)𝑗1+𝑗2+𝑗3+𝐽
√︀

(2𝑗12 + 1) (2𝑗23 + 1)

⎧⎨⎩ 𝑗1 𝑗2 𝑗12

𝑗3 𝐽 𝑗23

⎫⎬⎭ . (Б.13)
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Коэффициенты, связывающие волновые функции двух схем сложения момен

тов, пропорциональны 6j-символам

⎧⎨⎩ 𝑗1 𝑗2 𝑗12

𝑗3 𝐽 𝑗23

⎫⎬⎭. 6j-символы также связаны

с коэффициентами W Рака следующим образом:⎧⎨⎩ 𝑗1 𝑗2 𝑗3

𝑗4 𝑗5 𝑗6

⎫⎬⎭ = (−1)𝑗1+𝑗2+𝑗4+𝑗5𝑊 (𝑗1𝑗2𝑗5𝑗4; 𝑗3𝑗6) . (Б.14)

В явном виде 6j-символы выражаются через 3j-символы следующим соотно

шением: ⎧⎨⎩ 𝑗1 𝑗2 𝑗3

𝑗4 𝑗5 𝑗6

⎫⎬⎭ =
∑︁
все𝑚

(−1)
∑︀

𝑖

⎛⎝ 𝑗1 𝑗2 𝑗3

−𝑚1 −𝑚2 −𝑚3

⎞⎠× (Б.15)

×

⎛⎝ 𝑗1 𝑗5 𝑗6

𝑚1 −𝑚5 𝑚6

⎞⎠⎛⎝ 𝑗4 𝑗2 𝑗6

𝑚4 𝑚2 −𝑚6

⎞⎠⎛⎝ 𝑗4 𝑗5 𝑗3

−𝑚4 𝑚5 𝑚3

⎞⎠ .

Через введенные выше коэффициенты можно выразить различные мат

ричные элементы от неприводимых тензорных операторов. Сначала запишем

выражение для матричного элемента от скалярного произведения двух непри

водимых тензорных операторов 𝑇𝑘(1) и 𝑇𝑘(2) ранга k:⟨︀
𝑗′𝐼𝐹

⃒⃒(︀
𝑇 𝑘
𝑞 (1) · 𝑇 𝑘

𝑞 (2))|𝑗𝐼𝐹 ⟩ = (−1)𝐼+𝐽 ′−𝐹𝑊 (𝑗𝐼𝑗′𝐼;𝐹𝑘)×

×
⟨︀
𝑗′
⃦⃦
𝑇 𝑘(1)

⃦⃦
𝑗
⟩︀ ⟨︀

𝐼
⃦⃦
𝑇 𝑘(2)

⃦⃦
𝐼
⟩︀ . (Б.16)

Также при вычислении приведенных матричных элементов необходимы следу

ющие соотношения: ⟨
𝑛′
1𝑗

′
1𝐽

′
⃦⃦⃦
𝑓
(1)
𝑘

⃦⃦⃦
𝑛1𝑗1𝐽

⟩
=

= (−1)𝑗1max+𝑗2+𝐽min+𝑘
√︀

(2𝐽 + 1) (2𝐽 ′ + 1)

⎧⎨⎩ 𝑗′1 𝐽 ′ 𝑗2

𝐽 𝑗1 𝑘

⎫⎬⎭⟨𝑛′
1𝑗

′
1

⃦⃦⃦
𝑓
(1)
𝑘

⃦⃦⃦
𝑛1𝑗1

⟩
,

(Б.17)⟨
𝑛′
2𝑗

′
2𝐽

′
⃦⃦⃦
𝑓
(2)
𝑘

⃦⃦⃦
𝑛2𝑗2𝐽

⟩
=

= (−1)𝑗1+𝑗2min+𝐽max+𝑘
√︀

(2𝐽 + 1) (2𝐽 ′ + 1)

⎧⎨⎩ 𝑗′2 𝐽 ′ 𝑗1

𝐽 𝑗3 𝑘

⎫⎬⎭⟨𝑛′
2𝑗

′
2

⃦⃦⃦
𝑓
(2)
𝑘

⃦⃦⃦
𝑛2𝑗2

⟩
.

(Б.18)
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Приведенные выше соотношения были использованы при вычислении реля

тивистских поправок, усреднения по угловым координатам при вычислении

сверхтонкой структуры P-состояний и для расчета поправок на квадруполь

ное взаимодействие.
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Приложение В

Кулоновская функция Грина

Различные задачи, связанные с ВП атомами, требуют знания явного вида

функции Грина уравнения Шредингера с кулоновским потенциалом или ку

лоновской функции Грина. В частности, такая необходимость возникает при

вычислении различных поправок во втором и третьем порядках теории воз

мущений. Уравнение для функции Грина, которое соответствует уравнению

Шредингера

(�̂� − 𝐸)ψ = 0, (В.1)

имеет вид

(�̂� − 𝐸)𝐺𝐸 (𝑟; 𝑟′) = δ (𝑟 − 𝑟′) . (В.2)

Функцию Грина можно всегда представить в виде следующего спектрально

го разложения:

𝐺𝐸 (𝑟; 𝑟′) =
∑︁
𝑖

ψ*
𝑖 (𝑟)ψ𝑖 (𝑟

′)

𝐸𝑖 − 𝐸
, (В.3)

где суммирование идет по всему спектру. Из данного представления видно, что

функция 𝐺𝐸 (𝑟; 𝑟′) является аналитической на комплексной плоскости энергии

E и на вещественной оси имеет полюсы в точках, соответствующих уровням

энергии 𝐸𝑖. Однако выражение (В.3) неудобно для вычислений и для практи

ческого применения интересна возможность получения замкнутого выражения

для 𝐺𝐸. Для кулоновской задачи это возможно.

Для большинства практических приложений представляет интерес разло

жение 𝐺𝐸 по парциальным волнам:

𝐺𝐸 (𝑟; 𝑟′) =
∑︁
𝑙,𝑚𝑙

1

𝑟𝑟′
𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟

′)𝑌 *
𝑙𝑚𝑙

(Ω)𝑌𝑙𝑚𝑙
(Ω′) . (В.4)
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Для δ-функции разложение по парциальным волнам имеет вид:

δ (𝑟 − 𝑟′) =
1

𝑟𝑟′
δ (𝑟 − 𝑟′)

∑︁
𝑙,𝑚𝑙

𝑌 *
𝑙𝑚𝑙

(Ω)𝑌𝑙𝑚𝑙
(Ω′) . (В.5)

Подставим оба разложения в уравнение (В.2). Далее зависимость от угловых

переменных может быть отделена и для радиальной функции Грина 𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟
′)

имеем уравнение:[︂
−1

2

𝑑2

𝑑𝑟2
+

𝑙(𝑙 + 1)

2𝑟2
− 𝑧

𝑟
− 𝐸

]︂
𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟

′) = δ (𝑟 − 𝑟′) . (В.6)

Стандартный метод нахождения функции Грина произвольного линейного

уравнения второго порядка состоит в следующем. Рассмотрим вначале урав

нение вида

�̂�(𝑥)𝑦(𝑥) ≡
[︂
𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥

)︂
+ 𝑞(𝑥)− λ

]︂
𝑦(𝑥) = 0, (В.7)

которое удовлетворяет на концах промежутка 𝑥1, 𝑥2 однородным предельным

условиям

α1𝑦 (𝑥1) + α2𝑦
′ (𝑥1) = 0, (В.8)

β1𝑦 (𝑥2) + β2𝑦
′ (𝑥2) = 0. (В.9)

Соответствующее уравнения для функции Грина имеет вид:

�̂�(𝑥)𝑔 (𝑥;𝑥′) = δ (𝑥− 𝑥′) . (В.10)

Его решение имеет вид:

𝑔 (𝑥;𝑥′) = 𝑦1 (𝑥<) 𝑦2 (𝑥>) , (В.11)

где 𝑦1,2(𝑥) — линейно-независимые решения уравнения (В.7), при этом решение

𝑦1(𝑥) удовлетворяет предельному условию (В.8), а решение 𝑦2(𝑥) — условию

(В.9). Обозначения 𝑥<, (𝑥> соответствуют меньшему или большему из аргу

ментов 𝑥, 𝑥′. Нормировка функции Грина заключается в требовании, чтобы

она удовлетворяла уравнению (В.10) при условии 𝑥 = 𝑥′. Это требование дает

следующее условие:

𝑦1(𝑥)𝑦
′
2(𝑥)− 𝑦2(𝑥)𝑦

′
1(𝑥) =

1

𝑝(𝑥)
. (В.12)



142

В левой части условия стоит определитель Вронского (вронскиан) уравнения

(В.7).

Вернемся к уравнению (В.6). Подстановка 𝑟 = 𝑥/(2
√
−2𝐸) приводит ле

вую часть этого уравнения к уравнению Уиттекера:

𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
+

[︂
𝑣

𝑥
+

1/4− µ2

𝑥2
− 1

4

]︂
𝑢(𝑥) = 0, (В.13)

где 𝑣 = 𝑍/
√
−2𝐸, µ = 𝑙 + 1/2. Уравнение (В.13) решается на промежутке

0 ⩽ 𝑥 ⩽ ∞. Предельные условия состоят в конечности функции 𝑢(𝑥) при

𝑥 = 0 и в обращении ее в нуль при 𝑥 → ∞. Линейно-независимыми решения

ми уравнения (В.13), которые удовлетворяют этим двум предельным условиям,

являются функции Уиттекера 𝑀𝑣,µ(𝑥) и 𝑊𝑣,µ(𝑥) соответственно. Эти функции

могут быть выражены через вырожденную гипергеометрическую функцию сле

дующим образом:

𝑀𝑣,µ(𝑥) = 𝑥µ+1/2e−𝑥/2𝐹 (µ− 𝑣 + 1/2,2µ+ 1, 𝑥), (В.14)

𝑊𝑣,µ(𝑥) =
Γ(−2µ)

Γ(1/2− µ− 𝑣)
𝑀𝑣,µ(𝑥) +

Γ(2µ)

Γ′(1/2 + µ− 𝑣)
𝑀𝑣,−µ(𝑥). (В.15)

Теперь вычислим вронскиан. Для уравнения (В.6) 𝑝(𝑥) = −1/2, что

говорит о том, что вронскиан не зависит от x и его можно вычислять при про

извольном значении x. Удобнее всего положить 𝑥 = 0. В результате получаем:

𝑀𝑣,µ

(︀
2𝑍
𝑣 𝑟
)︀

𝑑
𝑑𝑟𝑊𝑣,µ

(︀
2𝑍
𝑣 𝑟
)︀
−𝑊𝑣,µ

(︀
2𝑍
𝑣 𝑟
)︀

𝑑
𝑑𝑟𝑀𝑣,µ

(︀
2𝑍
𝑣 𝑟
)︀
=

= −2𝑍
𝑣

Γ(2µ+1)
Γ(1/2+µ−𝑣)

. (В.16)

Таким образом, окончательно для функции Грина 𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟
′) по общей формуле

(В.11) имеем:

𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟
′) =

𝑣

𝑍

Γ(𝑙 + 1− 𝑣)

Γ(2𝑙 + 2)
𝑀𝑣,𝑙+1,2

(︂
2𝑍

𝑣
𝑟<

)︂
𝑊𝑣,𝑙+1𝑖2

(︂
2𝑍

𝑣
𝑟>

)︂
. (В.17)

Данное выражение имеет полюсы при целых значениях 𝑣 = 𝑛 ⩾ 𝑙 + 1. Они

возникают как полюсы функции Γ(𝑙 + 1 − 𝑣).

Иногда удобнее рассматривать уравнение Шредингера не как уравнение

на собственные значения, а как обобщенное уравнение Штурма — Лиувилля:

− 1

2𝑟2
𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟2
𝑑Φ

𝑑𝑟

)︂
+

𝑙(𝑙 + 1)

2𝑟2
Φ(𝑟)− 𝐸Φ(𝑟) =

𝑍

𝑟
Φ(𝑟). (В.18)
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Энергия E при этом полагается фиксированной и ищутся значения параметра

Z, для которых существует решение, удовлетворяющее граничным условиям.

Собственные функции Φ𝑍𝑙(𝑟) обобщенного уравнения Штурма — Лиувилля об

разуют полную систему, откуда следует, что по ним можно разложить любую

функцию. Также нужно отметить что функции Φ𝑍𝑙(𝑟) ортогональны с весом

1/𝑟: ∫︁ ∞

0

Φ𝑍1,𝑙(𝑟)Φ𝑍2𝑙(𝑟)𝑟𝑑𝑟 = δ𝑍1𝑍2
. (В.19)

Подстановками Φ𝑍𝑙(𝑟) = (1/𝑟)𝑈𝑍𝑙(𝑟) и 𝑟 = ρ/(2
√
−2𝐸) обобщенное

уравнение Штурма — Лиувилля переходит в уравнение (В.13) для функций

Уиттекера. Общее решение этого уравнение может быть представлено в виде:

Φ𝑍𝑙(𝑟) =
𝑐1
ρ
𝑀𝑣,µ(ρ) +

𝑐2
ρ
𝑊𝑣,µ(ρ). (В.20)

Условие ограниченности решения при 𝑟 → 0 и 𝑟 → ∞ дают 𝑐2 = 0 и

µ − 𝑣 + 1/2 = −𝑛𝑟, откуда 𝑍 ≡ 𝑍𝑛𝑙 = (𝑛𝑟 + 𝑙 + 1)
√
−2𝐸. Отсюда видно, что в

случае связанных состояний (𝐸 < 0) обобщенное уравнение Штурма — Лиувил

ля имеет дискретный спектр Z. 𝑛𝑟 — радиальное квантовое число, связанное с

главным квантовым числом соотношением 𝑛 = 𝑛𝑟 + 𝑙+ 1. Ортонормированные

функции Штурма — Лиувилля имеют вид:

Φ𝑛𝑟𝑙(𝑟) =
1

(2𝑙 + 1)!

[︂
Γ (2𝑙 + 𝑛𝑟 + 2)

Γ (𝑛𝑟 + 1)

⌋︂1/2
1

𝑟
𝑀𝑛𝑟+𝑙+1,𝑙+1/2

(︂
2
√
−2𝐸

𝑍
𝑟

)︂
. (В.21)

Такие функции удобны в качестве базиса для разложений, в которых отсутству

ет сплошной спектр. Разложим кулоновскую функцию Грина по штурмовским

функциям:

𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟
′) = 𝑟𝑟′

∞∑︁
𝑛𝑟=0

Φ𝑛𝑟𝑙(𝑟)Φ𝑛𝑟𝑙 (𝑟
′)

𝑍𝑛𝑟𝑙 − 𝑍
. (В.22)

Это разложение можно также представить в другом виде, вводя функции

𝑅𝑛𝑙

(︂
2𝑟

𝑣

)︂
=

1

𝑟

√︂
𝑍

𝑣𝑛

1

(2𝑙 + 1)!

√︃
Γ(𝑛+ 𝑙 + 1)

Γ(𝑛− 𝑙)
𝑀𝑛,𝑙+1/2

(︂
2𝑟

𝑣

)︂
. (В.23)

Для кулоновской функции Грина имеем:

𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟
′) = 𝑟𝑟′

𝑣2

𝑍2

∞∑︁
𝑛=𝑙+1

𝑛

𝑛− 𝑣
𝑅𝑛𝑙

(︂
2𝑟

𝑣

)︂
𝑅𝑛𝑙

(︂
2𝑟′

𝑣

)︂
. (В.24)
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Такая форма разложения особенно удобна для получения так называемой реду

цированной кулоновской функции Грина, радиальная часть которой имеет вид:

�̃�𝐸𝑛𝑙 (𝑟; 𝑟
′) = lim

𝐸→𝐸𝑛

[︂
𝐺𝐸𝑙 (𝑟; 𝑟

′)− 𝑟𝑟′
𝑅𝑛𝑙(𝑟)𝑅𝑛𝑙 (𝑟

′)

𝐸𝑛 − 𝐸

]︂
. (В.25)

Редуцированная кулоновская функция Грина уже не является функцией E и

соответствует конкретному связанному состоянию. Выпишем явный вид реду

цированной кулоновской функции Грина для 1S, 2S и 2P состояний:

�̃�1𝑆(𝑟,𝑟
′) = −𝑍αµ2

π
𝑒−(𝑥1+𝑥2)𝑔1𝑆(𝑥1,𝑥2),

𝑔1𝑆(𝑥1,𝑥2) =
1

2𝑥<
− ln 2𝑥> − ln 2𝑥< + 𝐸𝑖(2𝑥<) +

7

2
− 2𝐶−

−(𝑥1 + 𝑥2) +
1− 𝑒2𝑥<

2𝑥<
,

(В.26)

�̃�2𝑆(𝑟,𝑟
′) = − 𝑍αµ2

16π𝑥1𝑥2
𝑒−(𝑥1+𝑥2)𝑔2𝑆(𝑥1,𝑥2),

𝑔2𝑆(𝑥1,𝑥2) = 8𝑥< − 4𝑥2< + 8𝑥> + 12𝑥<𝑥> − 26𝑥2<𝑥> + 2𝑥3<𝑥>−

−4𝑥2> − 26𝑥<𝑥
2
> + 23𝑥2<𝑥

2
> − 𝑥3<𝑥

2
> + 2𝑥<𝑥

3
> − 𝑥2<𝑥

3
>+

+4𝑒𝑥(1− 𝑥<)(𝑥> − 2)𝑥> + 4(𝑥< − 2)𝑥<(𝑥> − 2)𝑥>[−2𝐶 + 𝐸𝑖(𝑥<)−

− ln(𝑥<)− ln(𝑥>)],

(В.27)

где 𝑥< = 𝑚𝑖𝑛(𝑥1,𝑥2), 𝑥> = 𝑚𝑎𝑥(𝑥1,𝑥2), 𝑥1 = 𝑊𝑟, 𝑥2 = 𝑊𝑟′;, 𝐸𝑖(𝑥) — инте

гральная экспоненциальная функция.

𝐺2𝑃 (𝑟,𝑟
′) = −µ

2(𝑍α)

36𝑧2𝑧′2

(︂
3

4π
𝑛𝑛′

)︂
𝑒−(𝑧+𝑧′)/2𝑔(𝑧,𝑧′),

𝑔(𝑧,𝑧′) = 24𝑧3< + 36𝑧3<𝑧> + 36𝑧3<𝑧
2
> + 24𝑧3> + 36𝑧<𝑧

3
> + 36𝑧2<𝑧

3
>+

+49𝑧3<𝑧
3
> − 3𝑧4<𝑧

3
> − 12𝑒𝑧<(2 + 𝑧< + 𝑧2<)𝑧

3
> − 3𝑧3<𝑧

4
>+

+12𝑧3<𝑧
3
>[−2𝐶 + 𝐸𝑖(𝑧<)− 𝑙𝑛𝑧< − 𝑙𝑛𝑧>],

(В.28)

где 𝐶 = 0.5772... — постоянная Эйлера, 𝑧 = 𝑊𝑟, 𝑧< = 𝑚𝑖𝑛(𝑧,𝑧′), 𝑧> =

𝑚𝑎𝑥(𝑧,𝑧′).
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